FREC, délivrable 6 :
Cost automata over words : algorithms and logical formalisms

(Tache 4)

Ce document correspond a la thése d’habilitation a diriger des recherches
de Thomas Colcombet. Il contient une description poussée des derniers avan-
cements concernant les fondements des automates a cotit sur les mots.






UNIVERSITE PARIS DIDEROT — PARIS 7
Laboratoire d’Informatique Algorithmique : Fondements et Applications

FONCTIONS REGULIERES DE COUT

These présentée pour l’obtention du diplome d’
HABILITATION A DIRIGER LES RECHERCHES

a I’'Ecole Doctorale de Sciences Mathématiques de Paris Centre

Par

Thomas COLCOMBET

Soutenue publiquement
le 25 mars 2013
devant le jury constitué de :

Prof. Damian NIWINSKI

Prof. Dominique PERRIN

D.R. Jean-Eric PIN Rapporteur
D.R. Philippe SCHNOEBELEN

Prof. Howard STRAUBING

Prof. Wolfgang THOMAS Rapporteur
D.R. Igor WALUKIEWICZ Rapporteur






Table des matiéres

I Histoire et présentation

1

IT

Introduction

1.1 La théorie classique des langages réguliers . . . . . . . ... ... ... ...
1.2 Hauteur d’étoile et automates de distance . . . . . . . ... ... ... ...
1.3 Lalogique MSO+U . . . . . . ... .
1.4 Les fonctions réguliéres de cotit . . . . . . . . ... ... .
1.5 L’approche profinie de Toruniczyk . . . . . . . . .. ... ... ... .....
1.6 Quelques problémes . . . . . . . ...
Logique monadique de coiit

2.1 La logique monadique . . . . . . . . . . . . ..
2.2  Logique monadique de cotit . . . . . . . . ... .. ... ... ...
2.3 Cas simples de décidabilité et d’indécidabilité . . . . . . .. ... ... ...
2.4 Les problémes centraux . . . . . . . . ... e e
2.5 Domination, équivalence et fonctions de cotit . . . . .. .. ...
2.6 Décider la domination sur une classe de structures . . . ... ... ... ..

Structure de ce document

Les fonctions réguliéres de cotiit sur les mots

Monoides de stabilisation

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

Apercu du chapitre . . . . ...
Les monoides de stabilisation . . . . . . . ... ... 000
Sémantique des monoides de stabilisation . . . . . ... ...
Reconnaissabilité . . . . . . . ... L o
Quotients, sous-monoides des stabilisation et produits . . . . ... ... ..
Les f-expressions . . . . . ... e e e
Cloture sous inf-projection et sup-projection . . . . . . . .. ... ... ...
Le cas des mots infinis . . . . . . . ...

29
29
32
35
36
37
41

43



4 TABLE DES MATIERES

5 Les automates a cotut
5.1 Les B-automates . . . . . . . . . . .. e e e
5.2 Résultats élémentaires . . . . . . . . . ..
5.3 Variantes du modéle des B-automates . . . . . . . .. ... ... ...
5.4 Les B-automates hiérarchiques . . . . . . . .. . ... L.
5.5 Equivalence avec les expressions B-rationnelles . . . . . . ... ... .....
5.6 Les S-automates . . . . . . . . ...
5.7 Les résultats centraux d’équivalence . . . . .. .. ... ... ... ... ..
5.8 Lecasdesmotsinfinis . . . . . . .. ... ...

6 Caractérisation de propriétés
6.1 Le monoide de stabilisation syntaxique . . . . . . . . ... .. ... ...
6.2 Fragment temporel . . . . . .. Lo L
6.3 Fragment apériodique . . . . . .. ..o
6.4 Problémes ouverts . . . . . . . ... e

IIT Les fonctions réguliéres de cofit sur les arbres

7 Jeux et déterminisme en histoire
7.1 Lesjeux booléens . . . . . . . . ...
7.2 Conditions de base et leur mémoire . . . . . . . . . ... ... .. ... ...
7.3 Objectifs et jeux decolit . . . . . . . . ..
7.4 Lesobjectifsde base . . . . . . ..
7.5 Structure des stratégies gagnantes . . . . .. ... oL
7.6 Automates alternants. . . . . . .. ...
7.6.1 Automates alternants booléens . . . . . . ... ... ... ...
7.6.2 Automates alternants de coiit . . . . ... ...
7.7 Automates déterministes en histoire . . . .. ... ... L L.
7.7.1 Déterminisme en histoire pour les automates booléens . . . . . . ..
7.7.2 Déterminisme en histoire pour les automates a cott. . . . . . . . ..
7.8 La composition d’automates alternants . . . . . . . .. .. ... ... ....
7.8.1 Composition d’automates booléens . . . . . . . ... ... ... ...
7.8.2 Composition d’automates a cotit . . . . ... ...
7.8.3 Composition paralléle . . . .. .. ... 0o
7.9 Jeux de domination finis . . . . . .. ... Lo

8 Les arbres
8.1 La hauteur d’étoile sur les arbres . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
8.2 Automates d’arbres . . . . . . . ...
8.3 Décidabilité de la domination . . . . . . . . .. ... ... ... ...



TABLE DES MATIERES

8.4 Le cas des arbres finis et la

9 Les arbres infinis

simulation . . . . .. ... ... .

9.1 Le probléme ouvert de la décidabilité sur les arbres infinis . . . . . . .. ..

9.2 La hiérarchie de Mostowski

10 Logique monadique de cotut faible

10.1 Logique monadique faible

10.2 Logique monadique de cofit faible . . . . . ... ...
10.3 Les automates compteur-faibles . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
10.4 Effondrement sur les mots infinis . . . . . .. .. ... ... ... ... ...

IV  Conclusion

11 Pistes
11.1 Vers les arbres infinis . . .
11.2 Analyse non-standard . .

11.3 Plusieurs ordres de grandeur . . . . . . . . . ... oL
11.4 Jeux et vérification de modéles . . . . . . . . . ... L L.

11.5 Vers une analyse plus fine

Index

161
161
163

171
171
174
175
177

179

181
181
183
186
188
189

190



TABLE DES MATIERES



Premiére partie

Histoire et présentation






Chapitre 1

Introduction

L’objet de cette thése est I’étude des fonctions réguliéres de cotit. Il s’agit d’une extension
quantitative de la notion, classique, de langages réguliers, qui en préserve certaines proprié-
tés clefs. Plus précisément les fonctions réguliéres de cotit ont été introduites comme une
théorie unifiant la théorie classique des langages réguliers avec les travaux, moins connus,
sur les automates de distance et ’algébre des matrices sur le semi-anneau tropical.

Au cours de cette introduction, nous présentons a la section 1.1 quelques résultats im-
portants de la théorie des langages. Les automates de distance et la branche de recherche
dont ils sont la source sont le sujet de la section 1.2. La section 1.3 présente une certaine
extension de la logique monadique sur les mots infinis, MSO + U, dont ’étude a amené au
développement de la théorie des fonctions réguliéres de cotit. Nous présenterons enfin les
fonctions réguliéres de cotit proprement dites au cours de la section 1.4. L’avant-derniére
section, section 1.5 présente briévement I’approche par mots profinis due & Szymon Toruric-
zyk. Enfin, la section 1.6 énonce quelques problémes plus ou moins classiques qui peuvent
étre abordés en utilisant cette théorie.

1.1 La théorie classique des langages réguliers

Ce premier paragraphe décrit briévement certaines facettes de la théorie des langages ré-
guliers. Ces résultats nous serviront de points de repére pour le développement des fonctions
réguliéres de cotit, qui en étendent certains des plus essentiels.

Dans son acceptation la plus restreinte, un langage est un ensemble de mots finis, c’est
a dire un ensemble de séquences finies de symboles appartenant & un alphabet fini. Les
questions essentielles que 1’on considére sont les suivantes :

— Comment peut-on décrire un langage de maniére finie (le langage étant lui méme
infini) 7 En d’autres termes, quels sont les différents modéles d’accepteurs de lan-
gages !

— Est-ce que différentes classes d’accepteurs ont le méme pouvoir d’expression ?

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

— Quelles sont les opérations qui peuvent étre réalisées sur une classe d’accepteurs don-
née? Par exemple, peut-on effectuer 'union, 'intersection ou le complément de lan-
gages simplement en transformant les accepteurs ?

— Que peut-on décider pour les langages acceptés par une classe d’accepteurs? Typi-
quement, est-ce qu’'un langage est vide, plein (c’est a dire que son complémentaire est
vide 1), infini ? Quelle est la complexité de ces problémes de décision ?

— Si deux modéles d’accepteurs sont d’expressivités différentes, est-il possible de carac-
tériser I'une de ces classes & l'intérieur de 'autre ?

Les deux premiéres questions s’apparentent fortement & la théorie de la complexité. Et
c’est en effet le cas. L’une des maniéres d’appréhender a théorie des automates est comme
une théorie de la complexité mettant en jeu des machines «particuliérement simples». En
raison de cette simplicité, certaines questions éminemment ardues deviennent abordables,
comme, le plus souvent, les questions de séparation de classes. En contrepartie, de nouvelles
questions qui n’ont pas de sens en théorie de la complexité deviennent le sujet central
d’étude. 11 s’agit en particulier des problémes de décision. A titre d’exemple, le test du vide
d’un langage, qui est indécidable pour presque toutes les classes de complexité, devient
décidable pour la plupart des familles d’automates.

Bien entendu, la question premiére concerne les modéles de calculs :

Quels sont les accepteurs permettant de décrire un langage ?

Il est possible de classer les différents types d’accepteurs en quatre grandes familles (bien
que les distinctions entre ces familles s’estompent parfois, et peuvent étre discutées).

Description d’un langage au moyen d’une logique. Il s’agit de se donner une formule dans
une logique donnée. Le langage défini par cette formule est alors I’ensemble de structures
(des mots par exemple) pour lesquelles cette formule est vraie. Par exemple la formule du
premier-ordre

Vea(z) — Jyz <y Aby)

s’interpréte en considérant que les variables x,y représentent des positions dans un mot,
que x < y signifie que «z est a gauche de y», et a(x) énonce que la lettre a la position
x est un a. Ainsi, cette formule représente 'ensemble des mots (sur I'alphabet {a,b}) tels
que toute occurrence d’une lettre a est suivie ultérieurement d’une lettre b. Bien entendu,
suivant I’expressivité de la logique que 1’on se fixe, les familles de langages obtenues peuvent
étre différentes. L’exemple ci-dessus fait usage de la logique du premier ordre. La logique
du premier ordre autorise de quantifier sur les éléments (c.-a-d. les positions dans un mot,
les noeuds dans un arbre, les sommets dans un graphe...), d’utiliser tous les connecteurs
booléens et de faire référence aux prédicats de la structure ('ordre sur les positions dans
un mot, et la présence de lettres).

Une logique joue un réle particulier dans cette approche, il s’agit de la logique du
second-ordre monadique (appelée simplement logique monadique dans la suite). Cette

1. Aussi appelé universel.
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logique étend la logique du premier ordre par la possibilité d’effectuer des quantifications
sur les ensembles d’éléments (les variables sont alors appelées monadiques et sont notées
en lettres capitales). Cette logique est plus expressive que la logique du premier ordre.
En particulier, elle permet d’exprimer des propriétés «non locales», comme la connectivité
dans un graphe ou la parité de la longueur d’un mot, choses toutes deux inexprimables au
premier ordre.

Description d’un langage au moyen d’un automate. Un automate est une machine a état
fini travaillant sur une structure donnée en entrée. Un automate «construit» une exécution
qui doit respecter un certain nombre de contraintes locales énoncées dans une table de tran-
sition. L’automate posséde également un critére permettant d’identifier certaines exécutions
comme acceptantes (ce qui peut également étre vu comme une forme de contrainte).

a,b

a,b
SO

Dans 'automate ci-dessus, une exécution sur un mot u est un chemin partant de 1’état p
(fleche entrante) et aboutissant dans I’état ¢ (fléche sortante), tel que la suites des étiquettes
le long de ce chemin produise le mot u. Une structure est acceptée s’il existe une exécution
acceptante de 'automate sur cette structure. Un langage peut alors étre décrit par la donnée
d’un automate : le langage formé des objets acceptés par I’automate. Dans le cas ci-dessus il
s’agit de ’ensemble des mots contenant une occurrence de la lettre b. Les automates existent
en de nombreuses variantes : déterministes, non-déterministes, non-ambigus, alternants,
boustrophédons (pouvant faire demi-tour), etc. ..

Description d’un langage au moyen d’une expression rationnelle. Il s’agit de se fixer
un certain nombre de langages (le plus souvent les lettres isolées), et un certain nombre
d’opérations sur les langages (union, concaténation, étoile de Kleene, et parfois intersec-
tion ou complément). Un langage est alors dans la classe s’il peut étre obtenu en partant
des langages fixés par application de ces opérations. Ainsi, I'ensemble des mots sur {a,b}
contenant une occurrence de la lettre b est décrit par I'expression :

(a+b)"ba” .

Reconnaissabilité de langages au moyen d’un objet algébrique. Les objets sur lesquels
nous travaillons sont généralement munis d’une structure algébrique : ainsi les mots sur un
alphabet fini sont équipés du produit de concaténation, et ils forment en ce sens un monoide
(c.-a-d., le produit de concaténation est associatif et le mot vide en est un élément neutre).
Une partie d’une telle structure algébrique est dite reconnaissable si elle peut étre obtenue
par image inverse d’un morphisme vers une structure finie. Ainsi, considérons le monoide &
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deux éléments {0, 1} équipé du produit défini par 11 = 1 et 00 = 10 = 01 = 0. Considérons
de plus le morphisme p des mots sur I’alphabet {a, b} défini par p(a) =1 et p(b) = 0. Alors
I’ensemble des mots contenant une occurrence de b est simplement p~1({0}). Ainsi le langage
des mots contenant une occurrence de b est reconnaissable. Une définition alternative de
la reconnaissabilité fait usage de congruences : un langage est reconnaissable s’il existe
une congruence finie pour la loi de concaténation telle que toute intersection d’une classe
d’équivalence avec le langage soit triviale (c.-a-d. vide ou égale a la classe elle-méme).
Ainsi, la relation d’équivalence définie par u ~ v si «u contient une occurrence de b si et
seulement si v contient une occurrence de b» est une congruence d’index 2. Le langage des
mots contenant une occurrence de b est donc reconnaissable.

Ces quatre approches sont de nature différente, et pourtant elles sont reliées de maniére
forte, ce qu’il est possible de qualifier de théoréme fondamental des langages réguliers
(Kleene, Schiitzenberger, Myhill, Rabin, Scott, Biichi, Elgot, Trakhtenbrot) :

Théoréme 1.1 ([55, 91, 79, 89, 15, 38, 16]). Pour un langage de mots finis, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

— étre accepté par une expression régqulicre,

— étre accepté par un automate fini déterministe,

— étre accepté par un automate fini non-déterministe,

— étre définissable en logique monadique,

— étre reconnaissable par monoide fini.
De plus, ces équivalences sont effectives, et le vide de ces langages est décidable.

Une conséquence clef de ce résultat concerne la décidabilité de la logique monadique. La
théorie d’une structure, c’est 'ensemble des formules qui sont vraies sur cette structure.
La théorie d’'un ensemble de structures est 'union des théories de ces structures. Ainsi,
décider la théorie d’une famille de structures, cela signifie que ’on peut décider, étant donné
une formule, s’il existe une structure sur laquelle elle est satisfaite. Nous parlons aussi du
probléme de satisfaction.

Corollaire 1.2. La théorie monadique des mots finis est décidable.

Il s’agit d’une conséquence du théoréme fondamental, puisque cela correspond a tester
le vide du langage défini par la formule. Ce corollaire est un guide essentiel dans la suite de
ce travail. Nous ne nous intéressons qu’a des logiques pour lesquelles la théorie est décidable
sur une famille de structures données.

Ces résultats furent a lorigine de la trés riche théorie des automates (pour une descrip-
tion de I'historique de ces travaux, voir [$5]). Citons les principales extensions du théoréme
fondamental des langages réguliers.

Les langages de mots infinis. Ici, les possibilités sont nombreuses dépendant de la «lon-
gueur» de ces mots. Les mots infinis les plus courants ont pour longueur w. Des lon-
gueurs supérieures ont été étudiées, ordinales, dispersées, quelconques dénombrables,
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etc... Le fameux théoréme de Biichi [16] a initié cette branche en considérant les
langages de mots indexés par w. Les modéles algébriques n’ont été compris que plus
tardivement [106, 86, 21|. La limite de la décidabilité dans cette direction se situe a
la frontiére entre mots de longueur dénombrable et de longueur non-dénombrable (la
théorie monadique des mots indexés par 'ordre des réels est en particulier indécidable

[95])-

Les langages d’arbres finis. Ces travaux furent initiés par Doner, Thatcher et Wright
sur les arbres finis [100, 30].

Les langages d’arbres infinis. Ces arbres apparaissent trés naturellement en vérification
puisqu’ils permettent de modéliser naturellement le temps discret branchant. Le théo-
réme fondamental correspondant est da a Rabin [27]. Ce résultat, qui stipule que la
théorie monadique des arbres infinis est décidable, est souvent considéré comme 1'un
des (si n’est le) plus importants résultats de décidabilité en théorie des langages et
en vérification. Gurevich et Harrington ont par la suite montré qu’'un objet essentiel
a la compréhension de ce résultat était la notion de jeu [10]. Cette idée est elle méme
le sujet de nombreuses ramifications.

Autres formes de langages. D’autres formes de langages ont été considérées comme les
langages de traces (c’est a dire de mots modulo une commutation partielle de lettres
[69]) ou d’images (c’est a dire de mots bidimensionnels indexés par un rectangle), ou
les langages avec données (c’est a dire sur un alphabet infini, autorisant la comparaison
de lettres [19]).

Dans ces différentes directions, toutes les facettes du théoréme fondamental des langages
réguliers ont été considérées. Certains résultats résistent, d’autres non. Par exemple, la
notion d’automate déterministe passe aux mots infinis indexés par les ordinaux, mais n’a
plus de sens pour des ordres plus généraux. La notion pose également probléme pour les
arbres infinis pour lesquels aucune forme d’automates déterministe équivalent aux langages
réguliers n’est envisageable [20]. La description algébrique devient également problématique
dans le cas arborescent. Nous n’allons pas plus avant dans cette description dans cette
introduction.

Une autre branche trés riche de la théorie des automates considére les questions de carac-
térisations de classes. Nous avons vu que, déja sur les mots finis, la logique du premier-ordre
n’est pas aussi expressive que la logique monadique, c’est & dire qu’il existe des langages
réguliers qui ne peuvent étre définis au moyen d’une formule en logique du premier ordre. Il
s’agit en particulier du langage (aa)*, c’est a dire le langage des mots de longueur paire. La
question naturelle est donc de déterminer, parmi les langages réguliers, ceux qui peuvent
étre définis au moyen d’une formule du premier ordre. Le théoréme de Schiitzenberger,
McNaughton et Papert caractérise de maniére effective cette classe.

Théoréme 1.3 ([93, 72]). Il est équivalent pour un langage de mots finis :
— d’étre descriptible par une expression sans étoile (c.-a-d., utilisant le mot vide, les
lettres, la concaténation, 'union et le complément),
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— d’étre définissable par une formule de la logique du premier ordre,

d’étre reconnu par un monoide apériodique (c’est a dire qu’il existe n tel que a™ = a

pour tout a),

— d’avoir un monoide syntactique apériodique (le monoide syntactique est le plus petit
qui reconnait le langage, et il peut étre calculé),

— d’étre accepté par un automate sans compteur (nous ne définisons pas cette notion

ici),

d’avoir un automate déterministe minimal sans compteur.

De plus ces équivalences sont effectives et il existe un algorithme, qui étant donné un langage

régulier décide s’il est définissable en logique du premier-ordre et, le cas échéant, renvoie

une formule le définissant.

n+1

D’autres caractérisations de cette classe ont été décrites dans la littérature, comme au
moyen de la logique temporelle LTL [50], et de nombreux autres résultats de caractérisa-
tion sont maintenant connus. La encore, une description plus poussée de ce théme nous
éloignerait trop du sujet précis de ce travail.

1.2 Hauteur d’étoile, automates de distance et variations

Une autre branche de la théorie des automates, moins classique, est & l'origine de la
théorie des fonctions réguliéres de cotit. Il s’agit des automates de distance. Les automates
de distance sont des automates dont les transitions sont pondérées par des entiers :

a’ab:o a:l a, 0

b:
_)(% b:0 @ b:0 (3

Un tel automate n’est pas utilisé pour accepter un langage, mais plutoét pour accepter une
fonction, des mots dans N U {oo}. Plus précisément, I'automate associe a chaque mot u :

le minimum sur toutes les exécutions menant d’un état initial & un état final
sur le mot u, de la somme des poids le long du chemin, ou oo s’il n’existe pas
de telle exécution.

Ainsi 'automate ci-dessus, a chaque mot de la forme a™0ba™ ...ba", associe la valeur
min(ny,...,ng). Le lecteur averti reconnaitra dans ces automates de distance des automates
pondérés (comme introduits par Schiitzenberger [92]) sur le semi-anneau tropical (c.-a-d.
(NU{oo}, min, +)). Il s’agit d’automates qui calculent des valeurs dans NU{oo} en effectuant
un produit le long des chemins (le «produit» est en fait + dans le semi-anneau tropical), et
en interprétant le choix non-déterministe comme une somme (la «somme» est en fait min
dans le semi-anneau tropical).
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Si les automates pondérés ont de nombreuses belles propriétés par eux-mémes, ce n’est
pas la raison pour laquelle Hashiguchi—dont les travaux vont nous intéresser—les a considérés.
Hashiguchi s’intéressait au probléme de la hauteur d’étoile (restreinte), posé par Eggan [37].
Ce probléme s’énonce comme suit :

Entrée : Un langage régulier de mots L et une entier positif k.
Sortie : Oui s'il existe une expression rationnelle? qui s’évalue en L et utilise au plus k
imbrications d’étoiles de Kleene, non autrement.

Eggan établit que cette hiérarchie est stricte, c’est a dire qu’il existe des langages expri-
mables au moyen de k + 1 imbrications d’étoiles de Kleene qui sont impossibles & décrire
avec seulement k£ imbrications d’étoiles. Le probléme de la hauteur d’étoile est le probléme
de décision associé. Cette question a été rapidement considérée comme centrale en théorie
des langages, et également comme 1'une des plus difficiles du domaine.

Bien que certains résultats partiels aient été établis par McNaughton, Dejean et Schiit-

zenberger |71, 35], ce n’est que vingt-cing ans plus tard que le probléme a été résolu par
Hashiguchi.
Théoréme 1.4 (|13, 12, 14, 15]). Le probléme de la hauteur d’étoile est décidable.

Quatre papiers sont nécessaires a ’établissement de cette preuve, qui est notoirement
difficile. Hashiguchi, pour mener & bien sa démonstration réduit le probléme de la hauteur
d’étoile & un probléme d’existence de bornes? :

Entrée : Un automate de distance.
Sortie : Oui s’il existe un entier n tel que sur tout mot la valeur calculé par 'automate
n’excéde pas n, non autrement.

Hashiguchi montre la décidabilité de ce probléme :

Théoréme 1.5 (|12]). Le probléme de ’existence d’une borne est décidable (pour les auto-
mates de distance sur les mots finis).

La compréhension de ce résultat de décidabilité a par la suite été le sujet de nombreux
travaux, en particulier de Leung et Simon. Simon a d’abord montré un résultat plus faible
[96]. En s’inspirant de ces travaux Leung donne alors dans sa thése une nouvelle preuve
du résultat de Hashiguchi [63, 64, 65] en introduisant I'opération de stabilisation (que nous
aurons l'occasion de présenter longuement dans ce document). Simon unifia ensuite ces
résultats, en utilisant en particulier des arbres de factorisation [98] (qui peuvent s’interpréter

2. Une expression rationnelle est formée de lettres, de sommes, de produits et d’étoile de Kleene. Le
probléme de la hauteur d’étoile généralisée autorise I'utilisation de négations, et son statut est trés différent :
nul ne sait s’il existe des langages qui ne soient pas de hauteur 1.

3. La réduction se fait plus précisément au probléme de «limitedness». Les deux problémes sont équiva-
lents en termes de décidabilité.



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

comme les prémices de certains outils décrits dans ce document). La complexité précise de
ce probléme est connue de Leung et Podolskiy [66], il est PSPACE-complet.

Pourtant, malgré ces nombreux travaux qui ont permis de bien comprendre le théo-
réme 1.5, le reste de la preuve de Hashiguchi (c’est a dire la plus grande partie) restait
encore trés mal comprise. En effet, la réduction du probléme de la hauteur d’étoile au pro-
bléme d’existence de bornes, est extrémement compliquée. En 2005, Kirtsten propose une
preuve trés différente de la décidabilité de la hauteur d’étoile [52]. Cette derniére est plus
concise et plus informative sur la nature réelle du probléme. Il s’agit, comme dans la preuve
de Hashiguchi, d'une réduction a un probléme d’existence de bornes. L’apport majeur de
Kirsten a été de ne pas utiliser un automate de distance, mais les automates de «distance-
désert imbriqués» qui en sont une extension stricte. Comme ces automates sont plus
généraux, il est plus facile de réduire le probléme de la hauteur d’étoile & ’existence de
bornes pour ces automates. Nous verrons dans le cours de ce document les automates de
«distance-désert imbriqués» sous le nom de «B-automates hiérarchiques». Bien entendu,
Kirsten établit le résultat de décidabilité correspondant :

Théoréme 1.6 (|52]). Le probleme de l’existence de bornes est décidable pour les auto-
mates de distance-désert imbriqués (appelés hB-automates dans la suite). Le probléeme est
PSPACE-complet.

Avec Christof Loéding, nous avons poursuivi ce travail et étudié le cas des arbres. Une
notion similaire & la hauteur d’étoile existe assez naturellement sur les arbres. En effet, il
existe des expressions rationnelles qui permettent de dénoter les langages réguliers d’arbres,
et elles coincident sur les mots avec les expressions rationnelles sur les mots.

Théoréme 1.7 ([31]). Le probléme de la hauteur d’étoile sur les arbres est décidable.

La preuve poursuit 'approche de Hashiguchi et Kirsten et s’obtient par réduction a un
probléme d’existence de bornes, cette fois-ci sur les arbres.

Théoréme 1.8 ([31]). Le probléme de l’existence de bornes est décidable pour les B-automates
hiérarchiques alternants sur les arbres finis.

Cette derniére partie de la preuve nécessite de mettre en place des résultats de jeux
concernant ces automates. Les prolongements de ces techniques seront longuement abordés
dans la suite de ce document.

1.3 La logique MSO + U

L’introduction des fonctions réguliéres de cofit a été fortement motivée par I’étude d’une
nouvelle logique étendant la logique monadique, la logique MSO+U. Cette section peut étre
lue sous deux angles. D’une part, historiquement, elle correspond & des travaux antérieurs
fondateurs des fonctions de cotit. D’autre part la décidabilité de cette logique étant encore
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ouverte, de nombreuses continuations possibles & donner aux fonctions réguliéres de cofit
sont motivées par I’étude de la logique MSO + U.

La logique MSO + U s’obtient en partant de la logique monadique et en autorisant la
construction UX & signifiant * :

«il existe des ensembles arbitrairement grands tels que ® est vrai»

ce qui s’abrége en «Vn 3X | X| > nA®». Remarquons que cette extension de la logique, bien
entendu, n’est vraiment pertinente que sur les structures infinies. En effet, sur une structure
finie, il suffit de remplacer toutes les occurrences de la nouvelle construction UX & par faux
pour obtenir une formule équivalente, de la logique monadique.

Bojanczyk a considéré cette extension afin de résoudre le probléme de décider de I'exis-
tence d'un modéle fini pour une formule du p-calcul avec modalité de retour®. Il montre
qu’'un fragment trés restreint de cette logique est décidable sur les arbres infinis [1] (c’est &
dire qu’il est possible de décider s’il existe un arbre infini qui satisfait cette formule). Dans
ce fragment, la nouvelle construction ne peut apparaitre (essentiellement) qu’a l'extérieur
de la formule.

Nous avons ensuite essayé de résoudre complétement cette logique sur les mots infinis,
sans succés. Nous ne sommes parvenus qu’a décider de la théorie sur les mots infinis pour
un fragment restreint de la logique (fragment beaucoup plus général que celui considéré
dans [1]).

Théoréme 1.9 ([7]). La théorie MSO+U est décidable sur les mots infinis pour les formules
des fragments suivants :

Fragment wS : les formules dans lesquelles la construction U n’apparait que positivement
dans la formule, i.e., sous un nombre pair de négation,

Fragment B(wS) : les combinaisons booléennes de formules de wS,

Fragment wBS : les formules obtenues du fragment B(wS) par quantification ezistentielle,
disjonction et conjonction.

Remarquons que les langages définissables dans le fragment wBS ne sont pas clos sous
complément (cela requiert une preuve), et donc ce fragment n’est pas aussi expressif que la
logique MSO + U dans son entier.

Il est possible de déduire du théoréme 1.9, par une réduction simple, les résultats de
décidabilité pour les problémes d’existence de bornes (les théorémes 1.5 et 1.6). Par contre
I’algorithme obtenu ainsi est non-élémentaire, alors que la bonne borne de complexité de-
vrait étre PSPACE. Les B-automates et les S-automates développés dans ce travail sont
aussi issus de la preuve du théoréme 1.9 (avec des définitions améliorées).

4. Cette logique est parfois aussi nommeée de MSO + B, dans laquelle la construction BX & signifie qu’il
existe une borne 4 la taille des ensembles tels que ® est satisfaite. A négation prés, les constructions B et
U sont équivalentes. La construction B & le défaut d’étre «anti-monotone» : en effet, plus «® est vraie»,
moins «BX ®» est vraie. Nous jugeons cette propriété nuisible au développement propre de cette théorie.
La construction U n’a pas ce défaut.

5. Bien qu’a postériori, ce probléme soit plus du ressort des fonctions réguliéres de cofit.
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Pour l'instant aucune raison n’est entrevue permettant de conclure que cette logique
serait indécidable.

Conjecture 1.10. La logique MSO + U est décidable sur les mots infinis et les arbres
infinis.

Pour l'instant, le probléme de résoudre la logique MSO + U semble hors de portée.
Bojanczyk et Toruniczyk ont donc étudié la variante faible de cette logique, appelée WMSO—+
U. Dans cette logique, les variables monadiques ne peuvent prendre comme valeur que des
ensembles finis.

Théoréme 1.11 (|6, 10]). La satisfaction de la logigue WMSO + U est décidable sur les
mots infinis et les arbres infinis©.

En fait, ce que nous enseigne la preuve du théoréme 1.11 sur les mots infinis est que
toute formule de WMSO + U peut étre traduite en une formule du fragment wBS de la
logique MSO + U. Combiné avec le fait que les langages définissables en logique WMSO +U
sont clos sous complément alors que les langages définissables en logique MSO + U ne le
sont pas, il s’ensuit que MSO + U est strictement plus expressif que WMSO+ U (cela différe
de la logique monadique classique pour laquelle MSO et WMSO coincident sur les mots
infinis).

La relation exacte entre les fonctions réguliéres de cott et la logique MSO 4 U n’est pas
aisées a décrire. Il semble que décider la théorie de MSO + U sur les mots infinis (conjecture
MSO + U) soit un probléme extrémement compliqué qui met en jeu des phénoménes qui
n’ont aucun équivalent dans la théorie des fonctions réguliéres de cotit. En ce sens la logique
MSO + U est plus complexe que les fonctions réguliéres de cotit. D'un autre coté, tous les
résultats connus de décidabilité de fragments de MSO + U s’obtiennent par réduction a des
questions de fonctions réguliéres de coiit. C’est le cas pour le théoréme 1.97. La preuve du
théoréeme 1.11 utilise quant & elle explicitement une réduction & un résultat de décidabilité
pour les fonctions de cotit réguliéres sur les arbres finis, mais cette utilisation n’est pas
essentielle : la preuve du théoréme 1.11 n’utilise qu'un fragment trés faible des fonctions
réguliéres de cott, et nécessite par ailleurs de nombreux autres arguments qui n’ont pas
d’équivalents dans la théorie des fonctions réguliéres de cofit.

Certaines pistes ayant pour objectif de comprendre finement la relation des fonctions
réguliéres de coiit et la logique MSO + U et ces variantes seront présentées au cours du
chapitre 11.

6. C’est aussi le cas de la logique WMSO + R sur les mots infinis [9], ou R est un autre opérateur qui est
tel que MSO + R a la méme expressivité que MSO + U, mais WMSO + R et WMSO + U sont d’expressivités
incomparables.

7. Le preuve originale n’utilise pas les fonctions réguliéres de cotit, mais pourrait étre drastiquement
simplifiée en faisant usage des théorémes présentés dans ce travail.
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Séparations topologiques.

Avant de clore cette section sur la logique MSO+U, il est bon de préciser que les relations
entre les divers fragments connus décidables de la logique MSO+U ont été finement étudiées
sous ’angle topologique. En effet la hiérarchie des boréliens et la hiérarchie projective, qui
sont issues de la théorie descriptive des ensembles, proposent des notions pertinentes pour
étudier les langages de mots infinis.

La hiérarchie de Borel.

Les Boréliens d’un espace topologique sont des parties de cet espace considérée comme
«topologiquement simplesy. Elles s’obtiennent a partir des ouverts et des fermés par cloture
sous union dénombrable et intersection dénombrable. La hiérarchie de Borel raffine cette
définition en associant & chaque Borélien un ordinal. Il permet de préciser I'instant d’ap-
parition de de chaque ensemble au cours de l'itération de point fixe ci-dessus. Ainsi, étant
donnée une famille d’ensembles X, notons X, sa cloture sous union dénombrable et X
sous intersection dénombrable. La hiérarchie de Borel commence au niveau 1 en définissant
30 comme 'ensemble des ouverts, et II) comme I'ensemble des fermés. Les ensembles %0
et TIY pour un ordinal «a sont alors définis par induction comme :

e = 0% et T, =({J =),
B<a B<a

En particulier, cela signifie pour les niveaux entiers que
1 0 1 0
En—|—1 = (Hn)o' ’ et Hn+1 = (En)5 .

Bien entendu, cette hiérarchie est croissante : seuls X0 et 19 sont susceptibles d’étre in-
comparables. On peut aussi remarquer que les ensembles de X0 sont exactement les com-
plémentaires des ensembles de I12. Tout aussi naturellement, tous les ensembles créés ainsi
sont Boréliens. En fait, tout Borélien est atteint & un ordre dénombrable au cours de cette
induction (cela vient du fait que les deux opérations permettant la construction de cette
hiérarchie, 'union dénombrable et 'intersection dénombrable, sont d’arité dénombrable).
Ainsi, rien ne sert de poursuivre cette induction au dela de des ordinaux dénombrables :
aucun nouvel ensemble ne serait produit.

Une propriété simple, mais importante, de la hiérarchie de Borel est que I'image inverse
par une fonction continue d’un ensemble de XU (resp. I19) est dans X0 (resp. I19). Cela
vient du fait que I'image inverse d’un ouvert (resp. d’un fermé) par une fonction continue
est un ouvert (resp. un fermé), et que I'image inverse d’une union est I'union des images
inverses (ainsi que pour l'intersection). Pour cette raison, un ensemble X est dit complet
pour X0 (resp. I1%) si tout ensemble de X0 (resp. I17) s’obtient par image inverse par une
fonction continue de X. Cette notion d’ensemble complet est & la base de la plupart des
techniques de séparation entre les niveaux des classes de la hiérarchie de Borel.
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Cette hiérarchie s’instancie dans différents espaces topologiques. Nous nous intéresserons
a l'espace de Cantor. Il s’agit pour nous de I’ensembles des mots sur un alphabet fini donné,
équipé de la topologie induite par la distance d(u,v) = 21Ul oy 4 M v est le plus long
préfixe commun a u et v (et d(u,u) = 0 bien entendu). Pour cette topologie, la hiérarchie
est stricte : tous les niveaux indexés par des ordinaux dénombrables sont distincts. Les
ensembles ouverts de cette topologie sont décrits par un ensemble de mots finis F', et
Pensemble ouvert correspondant contient tous les mots infinis ayant un mot de F' comme
préfixe. Les ensembles fermés sont décrits au moyen d'un ensemble de mots finis P, et
I’ensemble fermés correspondant est ’ensemble des mots infinis dont tous les préfixes sont
dans P. Les ensembles qui sont & la fois ouverts et fermés pour cette topologie sont ceux
pour lesquels il existe un entier n tel que pour déterminer si w € X il suffit de connaitre les
n premiéres lettres du mot. Ainsi, I’ensemble des mots qui portent la lettre a a la position ¢
est ouvert et fermé. En effet, il suffit de connaitre les i premiéres lettres du mot pour établir
ou réfuter cette propriété.

La hiérarchie de Borel refléte naturellement des phénomeénes logiques. Si ’on considére
par exemple une définition logique de la propriété «il y a une infinité d’occurrences de la
lettre a» comme

Vie NdjeNj>ina(y),

alors il est possible d’en déduire une borne supérieure sur le niveau dans la hiérarchie de
Borel de cet ensemble, comme suit. La quantification Vi € N est vue comme une intersection
dénombrable, et 35 € N comme une union dénombrable. On remarque de plus que j >
i Aa(j) est une propriété ouverte et fermée (en effet, pour i et j fixés, il suffit de considérer
le mot jusqu’a la position max(i,j) pour savoir s’il satisfait la formule). Il s’ensuit que la
propriété «il y a une infinité d’occurrences de la lettre a» s’exprime comme une intersection
dénombrable d'unions dénombrables d’ouverts. Ainsi, cet ensemble appartient a I19 (et en
fait, il est complet pour ce niveau).

Ce type d’argument se généralise a toute logique dont les quantifications portent sur
des variables prenant leurs valeurs dans un ensemble dénombrable. Ces logiques ne peuvent
que définir des ensembles appartenant aux w premiers niveaux de la hiérarchie de Borel.
C’est le cas de WMSO ou de WMSO + U.

En revanche, les quantifications sur les ensembles (et plus généralement sur les relations)
permettent de sortir de la classe des Boréliens. On atteint alors la hiérarchie projective.

La hiérarchie projective.

Nous avons utilisé ci-dessus le fait que les quantifications prennant leurs valeurs sur des
ensembles dénombrables se modélisent naturellement par des intersections ou des unions
dénombrables. Cet argument n’est plus valable pour les quantifications monadiques. L’opé-
ration correspondante est la projection, ce qui dans ce contexte signifie I'image directe
par une application continue. En effet, imaginons une formule de la forme 3X ®. Alors
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® peut étre vue comme définissant un ensemble de mots infinis sur 'alphabet A x {0, 1},
dans lequel le bit supplémentaire représente la fonction caractéristique de I’ensemble de
X. Ainsi, ¢ définit un ensemble de paires (mot, ensemble), ou 'ensemble est représenté
comme sa fonction caractéristique. La quantification existentielle s’interpréte alors comme
I’opération éliminant la composante supplémentaire représentant la valeur courante de X.
Il s’agit d’une projection, et cette application est continue dans la topologie que nous avons
présentée ci-dessus (elle est 1-lipschitzienne).

L’opération de projection et 'opération d’image par une fonction continue font en géné-
ral sortir de la hiérarchie Borélienne. Il suffit méme de prendre I'image d’un ouvert par une
fonction continue. Un ensemble est analytique s’il est I'image par une fonction continue
d’un Borélien. L’ensemble des ensembles analytiques est dénoté X1. Le complémentaire d’'un
ensemble analytique est dit co-analytique. Les ensembles co-analytiques sont dénotés II1.
De maniére générale, la hiérarchie projective est définie comme suit : pour tout entier n, IT}
contient les complémentaires des ensembles de X1 | et 2711 41 contient les images par fonctions
continues des ensembles dans IT}.. Dans la topologie de Cantor, la hiérarchie projective est
stricte.

Résultats topologiques concernant la logique MSO + U.

Maintenant que les notions de théorie descriptive des ensembles adéquates ont été pré-
sentées, nous pouvons énoncer les résultats connus concernant la complexité topologique de
différents fragments de MSO + U.

Il est bien connu que les langages réguliers sur les mots infinis sont des combinaisons
booléennes de langages de 9 (en effet, par le théoréme de McNaughton [70], les langages
réguliers d’w-mots s’écrivent comme des combinaisons booléennes de langages Biichi déter-
ministes, et ces derniers sont, par définition, Hg), et n’appartiennent pas, en général, aux
classes inférieures de la hiérarchie de Borel. Une analyse similaire a été menée dans le cadre
de la logique MSO + U :

Théoréme 1.12 (|18, 18]). Les énoncés suivants concernent les langage d’w-mots :
— Tout langage définissable en WMSO + U est une combinaison booléenne de langages
0.

— Les langages définissables en MSO sont strictement® inclus dans les langages définis-
sables en WMSO + U.

— Les langages définissables dans le fragment wS de MSO + U sont dans 13 et il en
existe qui sont complets pour Hg.

— Les langages définissables dans le fragment wB de MSO + U sont dans ¥Y et il en
existe qui sont complets pour 5.

— Les langages définissable en logique MSO + U sont dans la hiérarchie projective et il
en existe qui sont complets pour chaque niveau de la hiérarchie projective.

8. Ce résultat n’est pas obtenu par un argument topologique puisque WMSO + U et MSO rencontrent
les mémes niveaux de la hiérarchie de Borel.



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Nous voyons en particulier que les fragments de MSO +U décidables par le théoréme 1.9
sont encore trés loin de la complexité (topologique) de la logique MSO + U compléte. Bien
entendu, ces résultats ne signifient en rien par eux-mémes que décider de la logique MSO+U
est une question difficile. En effet, cette maniére de classifier topologiquement les langages
n’a pas de rapport, a priori, avec une quelconque effectivité. En revanche, cela donne des
indications trés importantes sur la nature des objets qu’il convient de développer si l'on
cherche a résoudre la conjecture 1.10.

Ainsi, nous savons immédiatement qu’aucun modéle d’automate qui aurait une condition
d’acceptation borélienne n’est & méme de capturer les langages définissables en MSO + U.

1.4 Les fonctions réguliéres de cotut

Dans les sections précédentes, nous avons présenté la théorie classique des langages
réguliers, et les automates de distance et leurs extensions.

Est-il possible de décrire une théorie expliquant tous les résultats de décidabilité
d’existence de bornes et qui serait en méme temps une extension de la théorie
des langages réguliers 7 En particulier, existe-t-il une telle théorie dans laquelle
le théoréme fondamental des langages réguliers (théoréme 1.1) est valide ?

L’obstacle principal a I’établissement d’une telle extension est que, dés que les automates
peuvent manipuler des valeurs entiéres, méme de maniére faible comme les automates de
distance, les problémes deviennent trés rapidement indécidables. C’est ce que nous enseigne
le théoréme suivant di & Krob.

Théoréme 1.13 (Krob [56]). Déterminer si les fonctions calculées par deur automates de
distance sont égales est un probléme indécidable.

En revanche I’équivalence entre deux langages réguliers est un probléme décidable, et il
est difficile d’envisager une généralisation de la notion de langage régulier qui ne préserve
pas une telle propriété. La solution adoptée dans la théorie des fonctions réguliéres de coft
est de ne considérer les fonctions que modulo une relation d’équivalence [28, 25].

Deux fonctions f, g de E (typiquement E est 'ensemble des mots sur un alphabet fini)
dans N U {oc} sont ~-équivalentes si pour toute partie X C FE,
f est bornée sur X si et seulement si g est bornée sur X.

Une fonction de codt (sur F) est une classe d’équivalence pour ~=.

Cette relation d’équivalence identifie de nombreuses fonctions, mais elle préserve pour-
tant les questions de bornes. En particulier, f est bornée si elle est ~-équivalente a la fonc-
tion nulle. De plus, cette relation d’équivalence est compatible avec certaines opérations
comme le minimum ou le maximum. Ainsi, si f = f’ et g & ¢’ alors min(f, g) ~ min(f’, ¢’)

et max(f,g) ~ max(f',¢) .
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Quand les fonctions sont considérées modulo =, c’est & dire quand les fonctions de cofit
sont utilisées, et non les fonctions usuelles, alors il est possible de retrouver un théoréme
fondamental.

Théoréme 1.14 ([25, 28]). Les propriétés suivantes sont équivalentes pour une fonction de
codt sur les mots finis :

— étre définissable en logique monadique de coft,

~ étre accepté par un B-automate [hiérarchique/?,

— étre accepté par un B-automate déterministe en histoire'” [hiérarchique],

— étre accepté par un S-automate,

— étre accepté par un S-automate déterministe en histoire,

— étre décrit par une B-expression réguliére,

— étre décrit par une S-expression régquliére,

— étre reconnu par un monoide de stabilisation.
Ces équivalences sont effectives et l’égalité entre fonctions de codt de cette classe est déci-
dable .

Assez naturellement, les fonctions de cotlit acceptées par 'une des classes ci-dessus sont
appelées réguliéres.

Les objets ci-dessus seront présentés dans la suite de ce document. Les B-automates, en
particulier, sont des variantes des automates de distance-désert de Kirsten [52] qui ont été
introduits dans [7]. Ils étendent les automates de distance que nous avons déja rencontrés.

Il est important de noter les points suivants :

— Il s’agit d’une extension stricte du théoréme fondamental sur les langages réguliers.
En effet, un langage peut étre vu comme une fonction associant la valeur 0 aux mots du
langage, et la valeur co aux mots en dehors du langage. En ce sens, le théoréme étend le
théoréme fondamental des langages réguliers. Cette extension est stricte, en effet (a) tout
langage régulier est représenté en ce sens par une fonction réguliére de cofit, et (b) il existe
des fonctions réguliéres de cotlit qui ne correspondent a aucun langage.

— Les résultats de décidabilité de I'existence d’une borne de Hashiguchi et Kirsten (théo-
rémes 1.5 et 1.6) se déduisent du théoréme ci-dessus. En effet, une fonction est bornée si et
seulement si elle est ~-équivalente & la fonction constante 0. Ceci est décidable d’aprés le
théoréme 1.14.

9. Les automates hiérarchiques utilisent des conditions d’acceptations plus contraintes, comme le sont
les conditions de parité par rapport aux conditions de Streett.

10. Cette notion remplace le déterminisme. Les B-automates déterministes, eux, sont strictement plus
faibles.

11. En fait la relation de domination est décidable. Nous dirons que f domine g (f = g dans la suite)
si pour tout sous-ensemble X C E, si g(X) est borné, alors f(X) 'est aussi. Dans le cas présent, les deux
résultats de décidabilité sont équivalents. En effet, f ~ g si f < g et g < f. Réciproquement, f < g si et
seulement si min(f, g) =~ f, et les fonctions de cott de cette classe sont closes sous min.
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— Les résultats plus complexes comme la décidabilité de 'existence de bornes pour
la logique monadique de cofit sont nouveaux et ne peuvent étre déduits des résultats de
Hashiguchi et Kirsten.

— Cette approche permet de contourner le résultat d’indécidabilité de Krob (théo-
réme 1.13) puisque 1’équivalence de deux fonctions pour = est, elle, décidable.

Nous ne présentons pas ici tous les objets impliqués dans le théoréme 1.14, puisque ce
document est en grande partie consacré a leur description.

Néanmoins, afin de donner plus de corps a la description précédente, introduisons tout
de méme 'un des objets impliqués dans le théoréme fondamental des fonctions de cofit,
la logique monadique de cotit. Un exemple de formule de la logique monadique est la
formule segment suivante :

segment(X) =
Vye X a(y)) N(Ve,y,z(r e XANzeXNe<y<z)—yeX).

La formule énonce en langage courant, que «X est un ensemble de positions consécutives
qui portent toutes la lettre a». La logique monadique de cotit autorise alors de construire
la formule suivante :

VX segment(X) — |X| <N .

Cette formule est vraie sur un mot u si tous les segments de a consécutifs ont la taille au
plus N. Cette formule est en fait vue comme une fonction, la fonction qui & chaque mot
associe le plus petit entier N rendant la formule vraie. Dans le cas présent, la formule définit
la fonction qui & a™ba™b...ba"* associe la valeur max(ng,ni,...,ng).

Il s’agit du point de départ de la théorie des fonctions réguliéres de cotit. Nous verrons

dans le reste de ce travail, entre autre, que :

— Le théoréme 1.14 s’étend aux mots infinis.

— Le théoréme 1.14 s’étend aux arbres finis (sauf la notion de déterminisme en histoire
et la notion de monoide qui n’ont plus de sens) [33].

— Le théoréme 1.14 s’étend aux arbres infinis quand seule la logique monadique de
cotit faible!? est considérée [12] (les automates correspondants sont alors des B/S-
automates alternants faibles).

— La logique monadique de cotit faible et la logique monadique de colit coincident
effectivement sur les mots infinis [13].

— Il est possible de caractériser effectivement certaines classes de fonctions de coftit sur
les mots finis [30, 55].

— La conjecture la plus importante dans ce cadre est que le théoréme 1.14 s’étend aux
arbres infinis.

12. Rappelons qu’il s’agit du fragment dans lequel seules les quantifications sur les ensembles finis sont
autorisées.
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1.5 L’approche profinie de Torunczyk

Au cours de sa thése [102], Szymon Toruniczyk a développé une approche plus abstraite
permettant d’aborder la logique MSO + U et en particulier les fonctions réguliéres de cofit.
L’idée est la suivante :

Si l'on pouvait traiter les fonction de coiit comme des ensembles (par exemple,
de mots) plutdt que des fonctions, alors 'approche serait plus uniforme avec la
théorie des ensembles.

C’est ce que propose 'approche profinie. En effet, s’il faut voir les fonctions comme des en-
sembles, alors, quels sont les éléments de ces ensembles 7 La réponse apportée par Torunczyk
est que des ensembles de mots profinis peuvent jouer ce role.

Les mots profinis sont des classes d’équivalence de suites de mots finis. Une suite de mots
finis est convergente si pour tout langage régulier L, les mots de la séquence sont tous
ultimement dans L, ou bien ils sont tous ultimement hors de L. Dans le premier cas, nous
dirons que la séquence appartient & L, dans le cas contraire qu’elle appartient a CL. Deux
suites de mots finis convergentes sont équivalentes si elles appartiennent exactement aux
meéme langages réguliers. Un mot profini est une classe d’équivalence de suites convergentes
pour cette relation d’équivalence. L’ensemble des mots profinis sur I’alphabet A est noté A*.
Etant donné un langage régulier L C A*, nous notons L Pensemble des mots profinis qui lui
appartiennent, c’est a dire les suites convergentes ultimement dans L. Les mots profinis sont
munis d’une topologie (en fait, une ultramétrique). Les ouverts de bases sont les L pour L
langage régulier. Dans cette topologie, I’application produit est continue. L’opération w qui
a uy,... associe u%!, u%’, u%l ... est également une application continue.

Pour montrer la relation avec le travail présent, il s’agit de montrer comment les langages
de mots profinis sont en relation avec les fonctions de cotit. Soit une fonction f: A* — NU
{0} , il est possible de lui associer 'ensemble de mots profinis (c.-a-d. de suites convergentes)

f C A* suivant :

f={ie A limsup f(u;) < oo} = U{ﬁ : f(u;) <mn, pour tout i} .
‘ neN

Fort de cette traduction, toute fonction peut étre vue comme un ensemble (ouvert) de
mots profinis. Une forme de réciproque est possible. Tout ensemble ouvert de mots profinis
reconnu (dans un sens qui ne sera pas développé dans ce document) correspond & une
fonction de cotit réguliére.

Ainsi, il est possible d’identifier les objets utilisés dans la théorie des fonctions de coiit.
Dans ce cadre il est possible d’énoncer tous les résultats sur les mots de ce travail. En
particulier, les notions de monoides, d’automates, et de logique peuvent s’interpréter dans
le cadre profini. La relation entre ces deux travaux est néanmoins assez complexe & décrire,
et nous ne rentrons pas dans les détails.

Nous verrons au cours du chapitre 11 une autre approche, grandement inspirée des tra-
vaux de Torunczyk, et a la fois trés différente, permettant de s’abstraire d’une partie de la
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technique des fonctions réguliéres de cotit. Cette nouvelle approche utilise, & la place des
mots profinis, 'existence de modéles non-standards des mathématiques (de ZFC) en prove-
nance de l'analyse non-standard. De ’avis de ’auteur cette approche posséde de meilleurs
propriétés que les mots profinis. Il est bien entendu trés prématuré d’effectuer une telle
comparaison.

1.6 Quelques problémes qui sont reliés aux fonctions régu-
liéres de cofit

Il se trouve qu’un certain nombre de questions de la littérature s’avérent reliées direc-
tement ou indirectement aux questions d’existence de bornes et aux fonctions réguliéres de
colit. Nous essayons d’en donner une liste, non-exhaustive dans cette section.

La puissance finie. Etant donné un langage régulier L, il s’agit de décider s’il existe
un entier n tel que

L*=(L+¢&)".

Cette question est trés naturelle, puisqu’elle revient & déterminer si I’étoile de Kleene doit
nécessairement étre itérée une infinité de fois avant d’atteindre le point fixe. Ce probléme a
été montré décidable par Simon [90] et Hashiguchi [11] indépendamment. La preuve de Ha-
shiguchi est une réduction directe aux problémes d’existence de bornes pour les automates
de distance.

La hauteur d’étoile restreinte. Ce probléme a déja été présenté en détail au cours
de la section 1.2. Le cas de la hauteur d’étoile sur les arbres finis est lui aussi décidable
(voir section 8.1).

Le probléme de la substitution finie. Il s’agit, étant donnés deux langages régu-
liers L C A* et K C B*, de déterminer s’il existe une substitution o A — P(B*) finie
(c.-a-d., telle que o(a) est fini pour toute lettre a) telle que o(L) = K. Ce résultat a été
établi indépendamment par Bala et Kirsten, par une réduction a un probléme d’existence
de bornes pour les «automates de désert» |1, 51].

La hauteur d’étoile relative. Il s’agit d’une variante de la question de la hauteur
d’étoile qui peut étre résolue par la méme approche [15, 53].

La hiérarchie de Mostowski sur les arbres infinis. Sur les arbres infinis, les au-
tomates utilisent une condition d’acceptation, comme la condition de parité ou la condition
de Rabin. Ces conditions sont paramétrées, par le nombre de paires de Rabin (pour la
condition de Rabin), ou le nombre de priorités distinctes (pour la condition de parité). Ce
paramétre est important, par exemple, dans les procédures de décision. Il induit également
une hiérarchie sur les langages. Il s’agit de la hiérarchie de Rabin-Mostowski. Le probléme
correspondant consiste, étant donné un langage régulier d’arbres infinis, & déterminer a quel
niveau il se trouve dans cette hiérarchie. Ce probléme se réduit & un probléme d’existence de
bornes pour des fonctions représentées par automates sur les arbres infinis [32]. Ce dernier
est toujours ouvert. Ces questions seront le sujet de la section 9.2.
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L’itération bornée de point-fixes. Une formule ®(X,y) (en logique monadique),
avec comme paramétre un ensemble X et un élément y, est positive en X si tous les
tests d’appartenance z € X utilisés dans la formule (pour une variable du premier-ordre
z) apparaissent positivement (i.e., sous un nombre pair de négations). Une telle formule
peut étre vue, sur chaque structure relationnelle, comme une application des ensembles
d’éléments dans les ensembles d’éléments :

FS(E)={v : SE=®(E,v)}.

L’hypothése de monotonicité en X sur & garantit que cette fonction est monotone pour
I’inclusion. Elle posséde donc un plus petit point fixe, Fix‘qs;. La question de l'itération bornée
consiste a déterminer si ce point fixe peut étre obtenu en partant de () par application d’un
nombre fini de fois la fonction Fg :

Etant donnée une formule formule ®(X,y) positive en x, existe t'il un entier n
tel que pour toute structure relationnelle S,

Fixg = (F§)"(0) -

Ce probléme est décidable sur les mots finis |2], et sur les arbres infinis [3].

Variantes quantitatives du probléme de synthése de Church. Etant donné un
langage régulier de mots infinis L, considérons le jeu dans lequel les joueurs I et II alter-
nativement écrivent un bit, jusqu’a produire un mot infini. Si le mot produit est dans L,
le joueur I gagne. Le probléme de synthése de Church consiste a déterminer quel joueur
gagne, et si c’est le cas pour le premier joueur, & synthétiser un contréleur pour le joueur,
c.-a-d. & produire une machine déterministe qui lit en entrée la suite des bits, et décrit la
stratégie que I doit suivre afin de gagner. Biichi et Landweber ont montré que ce probléme
est décidable et qu’il suffit d’utiliser comme controleur des automates a état fini [17].
Récemment une variante de cette question a été posée par Rabinovich et Velner [103]. Le
probléme est de déterminer s’il existe un entier n tel que, aprés avoir joué une partie infinie,
le joueur I a la possibilité de modifier jusqu’a n des bits qu’il a joués, afin de tomber dans
L. Ainsi, il s’agit de déterminer s’il existe n tel que I gagne le jeu L,,, ou L, est 'ensemble
des mots qui ne différent d’'un mot de L que par au plus n lettres & des positions impaires.
Cette question se traduit directement dans la théorie des fonctions de cotlt réguliéres. Le
probléme est, 14 encore, décidable, et un automate & état fini suffit comme contréleur pour
le joueur I (non-publié).

Extensions de la logique monadique. La logique MSO + U est a l'origine de la
théorie des fonctions de cotit. En fait, tous les résultats de décidabilité connus concernant
la logique MSO + U se démontrent en utilisant la théorie des fonctions réguliéres de cofit et
plus particuliérement le théoréme fondamental correspondant. Ainsi, décider du «fragment
wBS» (voir théoréeme 1.9), bien que la preuve originale soit différente, s’avére un résultat
beaucoup plus aisé en utilisant ’équivalence effective entre B-automates et S-automates.
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Chapitre 2

Logique monadique de cofit et
fonctions de cott

Le sujet de cette thése est la description de la notion de fonctions réguliéres de cotit. Ce
chapitre présente ’approche logique aux fonctions réguliéres de coiit, c’est & dire la logique
monadique de cott. Il s’agit du modéle commun reliant le cas des mots finis, infinis, ainsi
que des arbres finis et infinis. En ce sens, ce formalisme est central, contrairement aux
notions d’algébres, d’automates, ou d’expressions régulicres développées par la suite, qui
sont spécifiques a I’étude de modéles particuliers.

Il n’est pas question dans ce chapitre de décrire de procédures de décision (autres que
triviales) concernant la logique monadique de coiit. Ces techniques seront développées, pour
les mots, dans la partie II, et pour les arbres, dans la partie III.

Ce chapitre se décompose comme suit. La section 2.1 donne un bref apercu de la théorie
standard concernant la logique monadique usuelle, ainsi que quelques résultats clef s’y
rapportant. La section 2.2 introduit la logique monadique de cofit, objet central de ce
chapitre, et plus généralement de ce travail. La section 2.3 a pour but de briévement énoncer
les résultats de décidabilité ou d’indécidabilité directement hérités de la littérature. La
section 2.4 présente les problémes centraux que l'on cherche a résoudre. L’équivalence de
borne et les fonctions de cofit, notions également centrales, sont introduites a la section 2.5.
Enfin, la section 2.6 présente une approche générique pour décider de la logique monadique
de cotit, qui sera instanciée dans la suite du document.

2.1 La logique monadique

Rappelons tout d’abord que la logique monadique (du second-ordre) (ou plus sim-
plement la logique monadique dans la suite) est 'extension de la logique du premier
ordre autorisant 1'utilisation de variables d’ensemble (dites variables monadiques). Concreé-
tement les formules de la logique monadique utilisent des variables du premier ordre (notées
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par convention en minuscule z,y,...) et des variables monadiques (notées par convention
en capitale X,Y,...). Il est possible dans une formule monadique d’utiliser des quantifica-
tions existentielles et universelles sur les variables du premier ordre comme sur les variables
monadiques, d’utiliser tous les connecteurs logiques usuels, d’exprimer I’appartenance d’un
élément & un ensemble (z € Y), ainsi que de toutes les relations de la structure.

Exemple 2.1. Un exemple typique d’usage de la logique monadique est d’exprimer 1’exis-
tence d’un chemin dans un graphe (orienté). Dans ce cas, les éléments de la structure sont les
sommets du graphe, et I'unique relation arc(z,y) exprime l'existence d’une aréte d’origine
x et de destination y. L’existence d’un chemin menant d’un sommet z vers un sommet y
peut s’énoncer comme le fait que tout ensemble contenant x et clos par la relation arc
contient aussi y. Ceci se formalise en logique ainsi :

chemin(z,y, X) n=VZ
(x€ZNVz,2 (€ ZNZ € X Nare(z,7)) -2 €Z) — yeZ

Cette formule énonce une propriété un peu plus précise : elle requiert, étant donné un
sommet initial z, un sommet final y, et un ensemble de sommets X, que le chemin menant
de x & y n’emprunte que des arcs aboutissant dans X.

Rappelons également briévement quelques définitions que nous utiliserons par la suite.
Une signature est un ensemble de symboles R, .S, . ... Dans la suite, les signatures seront
toujours implicites, et ne comportent qu’un nombre fini de symboles. A chaque symbole est
associé un entier naturel appelé son arité, également implicite dans la suite. Une structure
(relationnelle) S = (Us, R®,...) (sur une signature donnée R, ...) est composée d'un en-
semble Us appelé son univers et d’une relation R® C U § pour chaque symbole R d’arité k
de la signature. La relation R® est appelée interprétation du symbole R dans S.

Etant donné un ensemble de variables V', partagé en variables du premier ordre et
variables monadiques, une valuation de F (sur §) est une application associant & chaque
variable du premier ordre xz un élément de Ug et & chaque variable monadique une partie
de Us. On notera par v, X = FE (resp. v,x = e) la valuation de FU{X} (resp. de FU{x})
coincidant avec v sur F'\ {X} (resp. sur F'\ {X}) et qui & X associe E (resp. et qui & =
associe e).

Etant données une formule ¢ et une valuation v de ses variables libres sur une struc-
ture S, on notera S,v |= ¢ pour signifier que la formule ¢ est satisfaite sur S quand ses
variables libres prennent les valeurs données par v. Dans le cas ot il n’y a aucune variable
libre, on notera simplement S |= ¢, et on dira que S est un modéle de .

Concernant la logique monadique, la plupart des propriétés (non-triviales) sont indéci-
dables. C’est en particulier le cas du probléme de satisfaction : décider si une formule de
logique monadique admet un modéle est indécidable (c’est déja le cas pour la logique du
premier-ordre).

Pour cette raison, la logique monadique est en général étudiée sur une classe C de
structures fixée. Les classes les plus étudiées sont les suivantes :
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— les mots finis,

les mots de longueur w (et parfois au dela de w),

— les arbres finis,

— les arbres infinis,

— les structures de largeur arborescente/largeur de clique/largeur de partition bornée.

Dans tous ces cas, I'existence d’'un modéle pour une formule donnée dans I'une de ces
classes est un probléme décidable, et bien compris. Le dernier cas se dérive en fait de cas
des arbres. En effet, les structures de largeur de arborescente/de clique/de partition bornée
sont toutes interprétables dans les arbres infinis. Cette remarque (que nous ne développerons
pas plus) procure une réduction au cas des arbres. En ce sens les résultats développés dans
ce document restent valables sur les structures de largeur arborescente bornée.

Dans la suite, nous ne considérerons que les mots et les arbres (finis ou infinis).

Les mots. Chaque mot fini sur un alphabet A est vu comme une structure relation-
nelle dont 'univers est {1,...,n}, ou n est la longueur du mot, équipée d’une relation
binaire < qui coincide avec l'ordre usuel sur {1,...,n}, et pour chaque lettre a € A, le
symbole a est interprété comme ’ensemble des position portant la lettre a. L’ensemble des
mots finis sur 'alphabet A est noté A*.

Les mots infinis (aussi appelés w-mots dans la suite) sur un alphabet A sont définis de
maniére similaire, a la différence prés que I'univers est N. L’ensemble des mots infinis sur
I’alphabet A est noté A“.

Les arbres. Les arbres sont définis sur un alphabet gradué. Un alphabet gradué A
est un ensemble de symboles équipés d’une arité entiére. Un arbre sur 'alphabet A est un
une fonction 7" : N¥ — A telle que :

— Le domaine de T est clos par préfixe. Ses éléments sont appelés noeuds. On écrira sim-
plement u € T au lieu de u € dom(T).

— SiwueT, et T(u) est d’arité k, alors ui € T si et seulement si ¢ € {1,...,k}. Le noeud
ut est appelé le iéme fils de u. Le nceud u est le parent de wusi.

Les neeuds u tels que T'(u) est d’arité 0 sont appelés feuilles. Le noeud € est appelé racine.

Un arbre est dit fini si son domaine est fini. Par opposition, on parlera d’arbre infini si

I’ensemble de noeuds est fini ou infini (le terme infini est utilisé par opposition au cas fini).

Les arbres sont aussi vus comme des structures relationnelles. La structure correspondante

un arbre 1" est telle que :

— l'univers est 'ensemble des noeuds, dom(T),

— pour chaque lettre a d’arité k, il existe un symbole correspondant a dans la signature,
d’arité k + 1. L’interprétation de ce symbole est :

P (u,ul,u2,...;uk) : T(u)=a} .

Dans la suite, 'une de ces classes sera toujours fixée. On parlera d’un langage de mots
(resp. de mots infinis, d’arbres, ou d’arbres infinis) pour signifier un ensemble de mots (resp.
de mots infinis, d’arbres, ou d’arbres infinis). On dira qu'un langage est définissable en
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logique monadique s’il existe une formule de la logique monadique qui a pour modéles
exactement les éléments de la classe considérée.
A titre d’exemple, la propriété

Jx Iy a(z) Nb(y) AVz(z < zAz<y) = c(y)

est satisfaite exactement par les mots du langage rationnel A*ac*bA*.

Cette relation entre langages rationnels et logique monadique est générale comme pré-
cisé par le fameux théoréme de Biichi-Elgot-Trakhtenbrot-Rabin (une partie du théoréme
fondamental 1.1) :

Théoréme 2.2 (Biichi,Elgot, Trakhtenbrot,Rabin). Un langage de mots finis (resp. de mots
de longueur w, d’arbres finis, ou d’arbres infinis) sur un alphabet fini fixé est définissable
en logique monadique si et seulement s’il est accepté par automate fini de mots finis (resp.
automate de Biichi, automate d’arbres, automate d’arbres infinis). De plus, ces équivalences
sont effectives.

Bien entendu, cet énoncé n’est pas complétement spécifié tant que les définitions adé-
quates d’automates n’ont pas été données. Chacune de ces définitions sera introduite au
moment opportun.

2.2 Logique monadique de cofit

La logique monadique de cotit étend la syntaxe de la logique monadique par 1'usage
d’une unique variable N d’une nouvelle nature ; N est une variable de borne qui prend des
valeurs entiéres. La syntaxe de la logique monadique de cofit est exactement celle de la
logique monadique, augmentée d’un unique nouveau prédicat | X| < N (appelé prédicat de
cardinal), ot X est une variable monadique et N la variable de borne, avec la contrainte
que ce nouveau prédicat apparaisse positivement dans chaque formule, c.-a-d. sous un
nombre pair de négations. Comme on peut s’y attendre, | X| < N énonce que le cardinal de
I’ensemble X est inférieur & N.

Etant donnée une formule ¢ (de la logique monadique de cotit), on dénote par FV(¢)
ses variables libres (variable de borne exclue). Une formule sans variable libre est appelée
phrase. Etant donnés une structure S, une formule monadique de cofit ¢, une valuation v
de ses variables libres, et un entier n (positif), on dénote par

S,v,n

le fait que la structure satisfait la formule ¢ pour la valuation des variables v et la valuation n
de la variable de borne .
La contrainte de positivité a une conséquence directe.
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Fait 2.3. Pour tous entiers m > n, toute formule monadique de colt ¢, toute structure
relationnelle S, et toute valuation v,

S,v,nE ¢ implique S,v,mEp.

Les formules de la logique monadique de colit ne sont en réalité pas utilisées pour
déterminer une valeur booléenne, mais plutét pour calculer une valeur. Ainsi, une formule
de la logique monadique de colit ¢ de variables libres F' sert & représenter une fonction des
structures dans N U {oco}. Formellement, pour toute structure S, et toute valuation v des
variables libres de ¢, on pose :

[€l(S,v) def inf{n : S,v,n ¢} .
Cette valeur est entiére s’il existe une valeur de n telle que ¢ est satisfaite. Dans le cas
contraire, [¢](S,v) vaut oo (c’est la raison pour laquelle inf est utilisé, et non min). Dans
le cas d’une phrase, on omet naturellement la valuation, et on écrit simplement [¢](S).
Il est d’ores et déja possible de souligner la relation que la logique monadique de cotit
entretient avec la logique monadique usuelle :

Fait 2.4. Pour toute formule monadique ¢, toute valuation v et toute structure relation-
nelle S,

0 siS,vkE=ep

00 sinon.

[£1(S, v) :{

Exemple 2.5. La phrase VX |X| < N calcule la taille de la structure, c.-a-d. [VX |X]| <
N](S) vaut |Us|, le nombre d’éléments de la structure.

Un exemple plus intéressant prolonge 'exemple 2.1. Considérons, de nouveau utilisant
la signature d’un di-graphe, la formule :

diamétre ::=Vz,y 3X |X| < N A chemin(x,y,X) .

Elle définit le diamétre du graphe, en effet, le diamétre d’un graphe est le plus petit entier n
tel qu’entre toute paire de sommets il existe un chemin du premier au second sommet
n’empruntant que des arcs terminant dans un ensemble de sommets de cardinal au plus n.

Afin de se prémunir contre certaines considérations non cruciales, nous fixons pour la
suite plus précisément la syntaxe de la logique monadique de colit comme suit :

pu= X | VX | oY | oV
| R(Xy,..., X)) | ~R(Xy,....Xg) | |X[SN

ou X, X1q,..., X sont des variables monadiques, et R est un symbole d’arité k, qui peut
éventuellement étre C. Remarquons en particulier que les prédicats de symbole usuels ap-
paraissent en forme positive et négative, alors que le prédicat | X| < N, lui, n’apparait que
positivement dans cette syntaxe.

Ce type de syntaxe est classique, et correspond & garantir les points suivants :
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a. seules les variables monadiques sont autorisées (il n’y a donc pas de variables du
premier-ordre, et par conséquent aucune apparition du prédicat d’appartenance €,
qui est remplacé par C),

b. il est possible d’utiliser la relation d’inclusion entre ensembles X C Y,

c. les relations de la structure sont interprétées comme des relations sur les ensembles
singletons correspondant, et

d. les négations n’apparaissent qu’au niveau des prédicats.

Tout comme dans le cas classique, il est tout aussi simple dans le cas de la logique mo-
nadique de coiit d’établir que toute formule peut étre transformée en une formule équi-
valente respectant cette syntaxe particuliére. Pour cela il suffit de remplacer les variables
du premier-ordre par des ensembles singletons (étre singleton se définit dans la logique
comme étre minimal pour 'inclusion parmi les ensembles non-vides). Pousser les négations
aux feuilles est également une opération standard, dans laquelle en particulier on utilise
les équivalences entre =3X ¢ et VX —p, ainsi qu’entre =VX ¢ et 3X —¢p et les lois de De
Morgan. C’est aussi pour cette raison que I'on ne peut pas omettre dans cette syntaxe les
quantificateurs universels.

Nous avons vu comment la sémantique [¢] d’une formule se décrivait en terme de la
relation |=. Il est également possible de donner une définition inductive directe de [¢]
comme suit.

Fait 2.6. Etant donnés une structure S et une valuation v, les égalités suivantes sont
satisfaites :

0 si RE(v(Xy),...,v(X%))

[R(X..... X0I(S.Y) ={ T )

oo sinon

oo st RE(v(X1),...,v(Xy))

PR, XR))S,v) 0 sinon
[IX] < N](S,v) = [v(X)]
[ VIS, v) = min([](S, v), [V](S,V))
[o API(S, v) = max([](S,v), [¢¥](S, V)
[3X ¢](S,v) = inf{[e](S,v,X =F) : ECUs}
[VX ©](S,v) = sup{[¢](S,v,X =E) : ECUs}

En appliquant ces égalités par récurrence sur la formule, il est possible de directement
définir [Jep].

A la lumiére de ces relations, la logique monadiqe de coiit peut étre vue comme une
extension de la logique standard, dans laquelle la quantification existentielle est remplacée
par un infimum, et la quantification universelle par un supremum travaillant sur N U {oco}.



2.3. CAS SIMPLES DE DECIDABILITE ET D’INDECIDABILITE 35

2.3 Cas simples de décidabilité et d’indécidabilité

La logique monadique de cotit est fortement reliée a la logique monadique classique. Pour
cette raison, certaines questions sont décidables simplement par réduction a la logique mo-
nadique. Cette section sera aussi 'occasion de rappeler le théoréme d’indécidabilité de Krob.
L’ensemble de ces énoncés délimite la zone qui est intéressante d’investiguer concernant la
logique monadique de coiit. Les questions simples s’obtiennent comme simples conséquences
de la théorie classique, et les questions trop ambitieuses sont rapidement indécidables.

Proposition 2.7. Pour toute formule de logique monadique de codt o, et tout k € N, il
existe une formule de logique monadique i telle que pour toute structure :

[¢](S) <k si et seulement si SEY.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que pour tout k, ’énoncé | X| < k peut s’exprimer en
logique monadique (par exemple par un formule signifiant «pour tous zg ..., xy, dans X, il
existe ¢ # j tels que z; = x;»). La formule 9 s’obtient alors de la formule ¢ en substituant
a toutes les occurrences d’un prédicat |X| < N la formule correspondant a |X| < k.
Remarquons que cette preuve ne fait pas usage de le propriété de positivité dans 'apparition
des prédicats | X| < n, elle serait tout aussi juste sans cette contrainte. CQFD

Il s’ensuit que toute propriété de la forme [¢](S) < k est décidable sur toutes les classes
pour lesquelles la logique monadique est décidable.

En revanche, décider s’il existe une structure S telle que [](S) = oo est un probléme
un peu plus délicat. On appelle le support d’une fonction a valeur dans NU{oco} I’ensemble
des éléments envoyés par la fonction sur une valeur finie. L’énoncé suivant montre qu’il est
aisé de définir les structures finies appartenant au support d’une fonction définie par une
formule monadique de cofit.

Proposition 2.8. Pour toute formule de logique monadique de coit @, il existe une formule
de logique monadique 1 telle que pour toute structure finie :

[el(S) < o0 st et seulement si SEY.

Démonstration. La formule 1 s’obtient en remplacant dans ¢ tout prédicat de cardinal | X| <
N par vrai.

Il est trivial que ¢ implique 1, en effet la formule «vrai» est toujours plus vraie que la
formule |X| < N (quelle que soit la valuation de N), ce qui s’étend a la formule globale en
utilisant la contrainte de positivité dans 'utilisation des prédicats | X| < N.

Réciproquement, si S |= v, alors S, [Us| = ¢. En effet, toute partie de I'univers de S a
une taille bornée par |Us|, ainsi, | X| < |Us| est équivalent & vrai sur la structure S. CQFD
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Remarque 2.9. En revanche, cette propriété est fausse si la structure est infinie. Un exemple
sur les mots infinis sur 'alphabet {a, b} est donné par la fonction suivante :

f {0 si v contient un nombre fini d’occurrences de b
u =

sup{n; : i € N} siu=a"ba"b---

Cette fonction f se définit aisément en logique monadique de coiit par une formule énongant
que, «soit il y a un nombre fini d’occurrences de b, soit tous les segments de a consécutifs
ont une taille bornée par N». En revanche, le langage L = {u : f(u) < oo} n’est pas
régulier. En effet, le langage L contient tous les mots ultimement périodiques, et le seul
langage régulier a posséder cette propriété est {a,b}* (un langage régulier de mots infinis
est entiérement caractérisé par les mots ultimement qu’il contient, voir [16]). Or L est
différent de {a, b} car il ne contient pas le mot a'ba?ba’b... Ainsi, L n’est pas régulier,
ce qui prouve que la proposition 2.8 ne s’étend pas aux mots infinis.

Les propriétés que nous avons vues ci-dessus relient la logique monadique de cotit a la
logique monadique. Les problémes qui n’ont pas de contrepartie dans le cadre classique sont
plus intéressants a étudier. Malheureusement, I'indécidabilité arrive rapidement comme le
montre le résultat de Krob (théoréme 1.13 dans l'introduction) :

Théoréme 2.10 (Krob [56]). Le probleme de l’égalité des fonctions définissables en lo-
gique monadique de codt est indécidable sur les mots. L’indécidabilité s’obtient déja pour
les formules «de distance», c.-a-d. de la forme 3X |X| < N A, ou 9 est monadique.

2.4 Les problémes centraux

Les propriétés auxquelles nous nous intéressons dans 1’étude de la logique monadique de
cotit sont pleinement inspirées de la branche de théorie dont elle sont issues (|12, 65, 96, 52]).
La question originale est celle de I'existence d’une borne. D’autres problémes reliés, comme
la divergence ou la domination sont au centre de cette étude. Nous nous intéressons aux
propriétés suivantes. Ces problémes sont paramétres par une classe de structures fixées,
comme les mots ou les arbres.

Existence d’une borne Il existe un entier n tel que [¢](S) < n pour toute structure de

C.

Divergence Pour tout n, il n’existe qu'un nombre fini de structures S de C telles que [¢](S) <
n7

Domination Pour tout sous-ensemble E C C, si [¢] est bornée sur E alors [¢] est aussi
bornée sur E. On dit dans ce cas que ¢ domine ).

1. L’énoncé original fait état de fonctions calculées par des automates de distance. En anticipant quelque
peu, nous utilisons ici la proposition 5.15 qui énonce que les fonctions calculées par les automates de distance
sont celles correspondant au fragment logique mentionné ci-dessus.
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Ces questions ne peuvent étre réduites (en tous cas aisément) a la logique monadique usuelle.
De plus, ces questions deviennent indécidable si ’hypothése de positivité dans I'usage des
prédicats de cardinal est retirée. L’objectif des techniques développées dans ce travail est
de résoudre ces problémes d’existence de borne, de divergence, et de domination, ainsi que
de voir la conséquence de ces résultats.

Il est aisé de voir que le probléme de domination est une extension & la fois du probléme
d’existence de borne ainsi que du probléme de divergence. En effet, vrai (rappelons que
[vrai] est la fonction constante égale & 0) domine 1) si et seulement si ¢ est bornée. De
méme ¢ domine VX |X| < N (rappelons que [VX |X| < N](S) est le cardinal de l'univers
de §) si et seulement si ¢ est divergente (ici on utilise que le nombre de structures d’un
cardinal fini donné est fini, c.-a-d, que la signature est finie).

Dans le cas de formules monadiques ¢ et 1, grace au fait 2.4, on obtient que ¢ domine 1)
si et seulement si ¢ implique ¢ (et comme cas particulier, [¢] est bornée si et seulement
si ¢ est une tautologie (sur C), et [¢] est divergente si et seulement si ¢ n’est satisfaite que
sur un nombre fini de structures).

Historiquement, a 'initiative de Hashiguchi, la notion de fonction limitée est utilisée
[12]. Elle revient a décider si une fonction est bornée sur son support. Nous avons vu a la
remarque 2.9 que la notion de support ne se comporte pas trés bien dans le cas des objets
infinis. Pour cette raison, nous préférons éviter cette notion dans la suite de ce document.

Au cours de la section suivante, nous introduisons la notion de fonction de cotlit qui est
I'objet d’étude remplacant la notion de langage de la théorie classique.

2.5 Domination, équivalence et fonctions de cofit

Nous avons vu la relation de domination comme un probléme & résoudre & la section
précédente. Nous reprenons cette notion dans cette section, pour en faire I'objet central
d’étude. En effet, afin de contourner le résultat d’indécidabilité de du théoréme 2.10, la
solution adoptée est de considérer toutes les fonctions modulo la relation d’équivalence
correspondant & la domination mutuelle.

Dans la suite, on dira qu’une fonction a valeurs dans NU{oo} est bornée sur X s'il existe
un entier n tel que f(x) < n pour tous les z dans X. Remarquons une fois de plus qu’il y a
deux raisons pour une fonction f de ne pas étre bornée sur un ensemble X : soit f(x) = oo
pour un certain z € X, soit il existe une suite (z;);en € XY telle que (f(z;)); — oo.

Définition 2.11. Soit E un ensemble, et f, g deux applications de E dans N U {co}, alors
f est dominée par g, ce que 'on note f < g, si pour tout sous-ensemble X C E,

g bornée sur X implique f bornée sur X .

L’équivalence correspondante f ~ g correspond naturellement & f < g et g < f. On appelle
fonction de coiit (sur E) une classes d’équivalence pour ~.
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Exemple 2.12. Sur les mots, |- |, < || (ot | - |4 compte le nombre d’occurrences de la
lettre a). En effet, sur tout sous-ensemble de mots de longueur bornée, le nombre d’occur-
rence de a est aussi borné. En revanche |- |, £ | - |p, car sur Pensemble X = a*, | - |, est

bornée, alors que |- |, ne l'est pas.

Similairement, les fonctions |-|, et ||, sont incomparables pour la domination. En effet X =
a* est un témoins que | - |, ne domine pas | - |4, et réciproquement, X = b* est un témoins
que | - |, ne domine pas | - |p.

Remarquons aussi que si f < g alors f < g.

Pour montrer que des fonctions sont comparables pour <, il est utile d’utiliser un raffi-
nement de <.

Définition 2.13. On appelle fonction de correction ou fonction d’étirement une
fonction croissante o de w dans w que l'on étend & NU {co} en posant a(o0) = 0o. On pose
alors :

[ <ag si f<aog,
et fragsif<agetg=<alf.

L’idée est que f <, g énonce qu’une fois étirée par «, g est supérieure a f. De la provient
la terminologie de fonction d’étirement utilisée pour nommer «. Une autre fagon de voir
est que pour f = g, f et g représentent la méme fonction & une erreur prés. La fonction «
peut étre vue comme «mesurant l'erreur & corriger» pour réconcilier f et g. Cela dit, on
ne peut pas définir une distance au sens standard qui caractériserait I'erreur & corriger.
Les bonnes notions mathématiques sont celles d’'uniformité et de semi-uniformité qui sont
moins naturelles & utiliser. Nous n’emploierons pas cette terminologie.

Les relations < est <, sont reliées par la proposition suivante.

Proposition 2.14. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. il existe « tel que f <o g,
2.¥n ImVz € E g(x) <n— f(x) <m, el
3. =y

Démonstration. La relation entre les deux premiers items est une forme de «skolémisationy.
La relation entre les deux derniers items correspond simplement & une explicitation des
bornes impliquées dans la définition de <.

De 1 a 2. Supposons f <, g pour une certaine fonction de correction a. Soit n un entier,
posons m = a(n), On a pour pour tout z, si g(x) < n alors f(z) < (aog)(x) < a(n) =m.
Ainsi le second item est satisfait.

De 2 ¢ 3. Soit X un sous-ensemble de F. Supposons que g est borné sur X. Soit donc n
un majorant de g sur X. D’aprés le second item, il existe m tel que Vo € F g(z) < n —
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f(z) < m. En particulier, pour tout x € X, on a g(x) < n, et donc f(z) < m. Ainsi, f est
majorée par m sur X.

De 3 a 1. Pour tout entier n, considérons ’ensemble X,, = {z : g(z) < n}. La fonction
g est majorée sur X, par m, et par conséquent (item 3), f est aussi majorée par une
entier. Posons a(n) = sup X,, (un tel majorant). Montrons que f <, g. Soit donc z € X.
Supposons g(z) < oo, on a alors x € Xg(x) par définition des ensembles X;. Il s’ensuit
que f(x) < sup f(Xy@)) = a(g(x)). Dans le cas g(x) = oo, on a f(z) < a(g(r)) = oo. Au
total, f <4 g. CQFD

Il est aussi important de remarquer que, contrairement & <, la relation <, n’est pas
transitive a « fixé. Le fait suivant énonce quelques propriétés satisfaites par les relations <, :

Fait 2.15. Si f <o g alors f <, g pour tout o > a.
Sif<q9=<ohalors f <4oa b

Exemple 2.16. On a |- |, + |- [p ®x2 max(| - |a,| - |p), en effet :
max(| - la, [ [p) < |- la+[-[p < 2max(] -, |- ]s) -

Ainsi, sur E = {a,b}*, |- | = | |a+| o max(|-|o+ ]| ]p)
Sur £ = {ensemble des arbres finis de rang non fixé},

taille ~psnn max(degmaz, hauteur)

ou taille(t) représente le nombre de noeuds de ¢, degmaz(t) est le degré maximal d’un neeud
de t, et hauteur(t) est la longueur de la plus longue branche de t. L’égalité ci-dessus s’établit
en montrant que pour tout arbre de taille ¢ de degré maximum d et de hauteur h on a :

max(d, h) < t < d" < max(d, h)mex(h)

Cet énoncé (élémentaire) est une sorte de variante du lemme de Konig. Celui-ci énonce
qu’un arbre est infini si et seulement si il contient un noeud de degré infini ou une branche
infinie. L’équivalence ci-dessus peut se lire «un arbre a un grand nombre de nceuds si et
seulement s’il contient soit un nceud de grand degré soit une longue branche.»

Afin de mettre en évidence la relation entre la logique monadique classique et la logique
monadique de cofit, le principal pont est le fait de pouvoir voir un langage comme une
fonction de cotit. Sa fonction caractéristique joue ce role.

Remarque 2.17. Pour tout ensemble E et tout X C FE, considérons la fonction caracté-
ristique de X (dans E) définie pour tout x € E par :

0 siceX
xx(z) =

00 sinon.

On vérifie aisément que pour tout X,Y sous-ensembles de F, xx < xy ssi Y C X.
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Le reste de cette section est constitué de remarques aidant a gagner de l'intuition sur
la notion de fonction de cotlit. Ces résultats ne sont nullement nécessaires pour la suite.

Remarque 2.18. Une autre fagon d’aborder la notion de fonction de coiit est de 'interpréter
en termes d’idéaux. Plus précisément un idéal I sur les parties d’un ensemble (la définition
plus générale se fait sur un ensemble ordonné) est un ensemble de parties qui est :

1. clos vers le bas, c.-a-d, tel que A C B et B € I implique A € I, et;
2. clos par union finie, c.-a-d, pour tous A€l et Bel, AUBe€I.

Etant donné une fonction f de E dans N U {oo}, on associe 'ensemble Iy = {A C
E : f est bornée sur A}. On vérifie aisément que I est un idéal, et de plus que Iy C I si
et seulement si f domine g.

Une forme de réciproque est également possible. Une base d’un idéal I est une partie B
de I telle que tout ensemble A de I est inclus dans une union finie d’éléments de B. Dit
difféeremment, I est le plus petit idéal contenant B. En particulier, 'ensemble B C Iy défini
comme {{x € E : f(x) <n} : n & N} est une base dénombrable de I;. Réciproquement,
soit I un idéal de E de base dénombrable, et B = {B; : ¢ € N} une base dénombrable
de I, alors on définit fp(z) pour tout x € F par :

fe(z) =inf{n : ne€ B,} .

Vérifier que I = Iy, est élémentaire.
Ainsi, il est possible d’identifier les fonctions de cotit sur un ensemble donné aux idéaux
de base dénombrable.

Poursuivons notre description des propriétés élémentaires de la relation ~. Elle se com-
porte bien vis & vis de certaines constructions comme le montre le fait suivant.
Fait 2.19. Si f =~ f' et g = ¢’ alors min(f,g) ~ min(f’,¢') et max(f,g) ~ max(f’,¢’).
Si f; &= g; pour tout ¢ € I, alors inf;c; f1 =4 inf;cr gr. Idem pour sup.

Ce deuxiéme fait donne quelques éléments descriptifs supplémentaires concernant la
structure des fonctions de cofit.

Fait 2.20. L’ensemble des fonctions de F dans w + 1 quotienté par = est un treillis. Il
posséde une plus petite classe : la classe des fonctions bornées. Il posséde une plus grande
classe : la classe de la fonction constante égale & co. Si F est dénombrable, le «sous-treillis»
induit par les fonctions de E dans N posséde un élément maximal (la classe de une/toutes
les bijections de E sur N).

Nous concluons en montrant que la notion de fonctions de coiit raffine strictement la
notion d’ensemble. En effet, il n’existe qu’une unique fonction de cotit & valeur dans N sur
un ensemble E qui soit la fonction caractéristique d’un ensemble. La proposition suivante
montre qu’il existe beaucoup plus de fonctions de cofit de ce type.

Proposition 2.21. Pour E ensemble infini dénombrable, I’ensemble des fonctions de E
dans N a le cardinal du continu.
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Démonstration. On pose, sans perte de généralité, £ = N \ {0}. Soit py,... la suite des
nombres premiers. Tout nombre n € E s’écrit de maniére unique comme pj'py?... (ou
presque tous les n; sont nuls, le sens de ce produit infini étant évident). Pour tout I, on
pose fr(n) = max{n; : n = pi*..., i € I}. Solent I # J. On suppose, sans perte
de généralité, qu’il existe ¢ € I\ J. Considérons la suite y, = p'. On a fr(y,) = n,
et fr(yn) = 0. Ainsi, fy est bornée sur ¥ = {y, : n € N}, alors que f; ne 'est pas.
Donc fr % fy. Comme w posséde cardinal du continu sous ensembles, on en déduit qu’il

existe autant de classe d’equivalence pour la relation ~. CQFD

2.6 Deécider la domination sur une classe de structures

Nous avons présenté la logique monadique de cotit & la Section 2.2 ainsi que les problémes
de décidabilité auxquels nous nous intéressons a la section 2.4 : 'existence de borne, la
divergence, et la domination. Enfin, nous avons vu au cours de la section 2.5 la notion de
fonction de cotit, qui sera dorénavant la terminologie employée pour aborder ce type de
questions.

Nous décrivons maintenant un cadre général permettant de décider les questions de
domination sur une classe de structures donnée. Ce cadre sera ensuite appliqué sur les mots
finis, les mots infinis, et les arbres finis et infinis (bien que dans ce dernier cas, la décidabilité
reste une question ouverte). Nous nous fixons donc une classe de structures C qui peut étre
les mots, les mots infinis, les arbres, les arbres finis ou les arbres infinis.

Plus précisément, il est nécessaire de disposer d’une classe de structures qui nous per-
mette de traiter les valuations des variables. Pour cela, on suppose que toute paire (S, v)
formée d’une structure S de C et d’une valuation v sur S peut étre vue comme une nouvelle
structure S, v. On requiert que cette opération soit injective, et que la signature de S, v ne
dépende que de la signature de S et des variables dans le domaine de v. Si deux validations
v,v’ ont des domaines disjoints, on utilisera la notation v, v’ la valuation unificatrice. Cela
nous permet de noter indifféremment S,v,v’ ou S,v/,v. On dira que la classe C est close
sous cylindrifiction.

Sur la classe des fonctions de C dans N U {oo}, les opérations suivantes sont toujours
définies, ou f, g sont de telles fonctions :

Cylindrification. étant donné une structure S et une variable monadique X, la cylindri-
fication de f est la fonction qui & (S,v) associe f(S), ou v et une valuation de la
variable X,

Minimum et maximum se définissent naturellement, produisant min(f, g) et max(f, g).

Projections . Etant donnée une variable X, I'inf-projection et la sup-projection sont
définies de f par rapport & X.

fint x (S) = inf{f(S,v) : v valuation de X} ,
et foup,x(S) =sup{f(S,v) : v valuation de X} .
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Cardinal. Etant donnée une structure valuée S, v, et une variable X dans le domaine, on
pose cardx (S, v) = [v(X)].
Remarquons que toute ces définitions sont compatibles avec la notion de fonction de
cott. Ainsi, si f ~ f' et g ~ ¢/, min(f,g) ~ min(f’,¢’), etc. ..
Nous sommes maintenant préts pour formaliser ce qui est suffisant pour décider de la
domination sur une classe de structure.

Fait 2.22. Soit C une classe de structure close par cylindrification, et soit F une classe de
fonctions de cott sur C telle que :

1. pour tout L C C définissable en logique monadique, x, appartient effectivement a F,

2. F contient la fonction de cotit cardy,
3. F est effectivement close sous cylindrification, minimum, maximum, inf-projection et
sup-projection,
4. < est décidable sur F,
alors les problémes d’existence de borne, de divergence ainsi que de domination sont déci-

dables pour la logique monadique de cott sur C.

Il s’agit d’une conséquence directe du Fait 2.6. Celui-ci montre comment évaluer une
formule de la logique monadique de cotit par induction sur la structure des opérations.
Chacune des étapes de l'induction correspond & I'une des opérations utilisées ci-dessus.



Chapitre 3

Structure de ce document

Ce document comporte quatre parties. La premiére s’achéve par ce chapitre dont ’ob-
jectif est de décrire le reste de ce document.

La partie II traite de la notion de fonction de cotit réguliére sur les mots.

Chapitre 4 : Les monoides de stabilisation

1l s’agit dans ce chapitre de résoudre la logique monadique de cotit dans le cas des mots
par une méthode purement algébrique. L’objet central dans cette résolution est la notion de
monoide de stabilisation. Elle nous permet de définir la notion de fonction de colt reconnue
par un monoide de stabilisation. Nous résolvons le cas des mots finis et infinis en montrant
que toute fonction de cotlit sur les mots est définie par une formule de la logique monadique
de coflit est reconnue par un monoide de stabilisation.

Chapitre 5 : Les automates a coft

L’objet de ce chapitre est d’introduire, dans le cas des mots, des notions d’automates
correspondant en terme d’expressivité aux monoides de stabilisation. Ces automates sont
apparus historiquement avant la notion de logique monadique de cotit et les monoides de
stabilisation, mais, & posteriori, ne sont pas nécessaires a sa résolution. Ces objets devien-
dront centraux dans I’étude de la logique monadique de cofit sur les arbres.

Chapitre 6 : Caractérisations de classes

Un chapitre riche de la théorie des automates classiques concerne la caractérisation de
familles de langages réguliers. Ce chapitre est 'occasion de développer certaines questions
de cet ordre dans le cadre des fonctions réguliéres de cotit. Ceci motivera en particulier
I'introduction de la notion de monoide de stabilisation syntarique qui joue dans le cadre
des fonctions de coiit le réle du monoide de stabilisation pour les langages. Nous verrons

43
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alors comment caractériser le fragment temporel (fragment dans lequel seuls les intervalles
peuvent étre mesurés, et non tous les ensembles), ainsi qu'un résultat comparable a celui
de Schiitzenberger, McNaughton et Papert.

La partie III traite des fonctions réguliéres de cotit sur les arbres. Les résultats de cette
partie nécessitent d’avoir traité le cas des mots auparavant, et également d’utiliser des
techniques radicalement différentes comme les jeux.

Chapitre 7 : Jeux de cofit

Dans ce chapitre, nous étudions les notions de jeux de cotit. Ce sont des jeux & deux
joueurs antagonistes joués sur une aréne (un graphe), dans lequel 'objectif des joueurs est
mesuré quantitativement a la maniére des automates a cotit. Tout comme dans le cas de la
théorie classique, I'utilisation des jeux est un passage obligé pour comprendre finement le
comportement des automates sur les arbres.

Ce chapitre sera également 1'occasion d’introduire une forme particuliére d’automates
a colit : les automates déterministes en histoire. Ces automates, bien que formellement
non-déterministes, possédent des propriétés importantes habituellement attribuées aux au-
tomates déterministes. En particulier, ils se «composent» bien avec les jeux. Ces notions
sont cruciales pour aborder le chapitre suivant.

Chapitre 8 : Fonctions réguliéres de cotiit sur les arbres finis

Dans ce chapitre, nous résolvons la logique monadique de cofit sur les arbres finis. Nous
verrons également comment cela permet de résoudre le probléme de la hauteur d’étoile et
de 'imbrication de point-fixe sur les arbres finis.

Chapitre 9 : Fonctions réguliéres de cout sur les arbres infinis

Ce chapitre montrera la limite des connaissances actuelles sur les fonctions réguliéres
de cotit. En effet, le probléme de résoudre la logique monadique colt sur les arbres infinis
(Péquivalent du résultat tant acclamé de Rabin [37]) est toujours ouvert. Nous expliquerons
Porigine de cette difficulté. Nous verrons également comment la résolution de ce probléme
permettrait de résoudre le probléme de la hiérarchie de Mostowski (également ouvert a ce
jour).

Chapitre 10 : Logique monadique et automates de cofit faible et compteur-faible
sur les mots et les arbres infinis

La logique monadique de cott faible n’autorise comme valuation des variables mona-
diques que des ensembles finis. Pour cette logique la décidabilité est connue [12]. Nous
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verrons d’autres caractérisations de cette classe, ainsi que son extension naturelle par les
automates compteurs-faibles.

La partie IV sera ’occasion de conclure.

Chapitre 11 : diverses pistes

En guise de conclusion, nous présentons dans ce chapitre quelques pistes de recherches
actives actuellement concernant les fonctions réguliéres de cotit et leurs variantes. Ce sera
I'occasion de montrer la richesse des thémes encore trés partiellement soulevés au cours des
travaux ayant mené a cette thése.
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CHAPITRE 3. STRUCTURE DE CE DOCUMENT



Deuxiéme partie

Les fonctions réguliéres de cotit sur
les mots

47






Chapitre 4

Monoides de stabilisation

Nous avons vu au cours du chapitre précédent la logique monadique de cotit. Dans ce
chapitre nous résolvons le cas des mots finis en décrivant la classe des fonctions de cotit
reconnaissables. Cette classe de fonctions nous donne, en appliquant I’approche générique
décrite dans le fait 2.22, la décidabilité de la domination pour la logique monadique de cotit
sur les mots. L’objet central de cette définition est algébrique, il s’agit des monoides de
stabilisation.

Une description alternative des monoides de stabilisation a été proposée par Szymon
Toruriczyk dans sa thése [102]. Torurniczyk donne une interprétation a cet objet dans le
monoide profini des monoides de stabilisation, mettant en lumiére la relation étroite de cet
objet avec diverses notions topologiques. En particulier, les fonctions réguliéres de cotlit y
sont vues comme des langages de mots profinis. Les terminologies étant assez différentes,
nous n’aurons que peu l'occasion de présenter les relations entre ces deux formalismes dans

la suite.

Une autre approche suivant le méme esprit et faisant usage de I'analyse non-standard
sera présentée comme piste de recherche.

Nous avons fait le choix de commencer cette présentation par ’approche algébrique,
c.-a-d. les monoides de stabilisation. Il est aussi possible d’aborder, et ce indépendamment,
la notion de régularité au travers des automates, en se rendant directement au chapitre
suivant. Un tel choix est trés pertinent pour un lecteur s’intéressant principalement aux
arbres. En effet, dans ce cadre, I'approche algébrique n’est plus d’aucune utilité, et les
automates deviennent les objets centraux. Ces deux chapitres sont totalement disjoints dans
leurs énoncés (bien que, techniquement, certains résultats sur les automates nécessitent de
passer par 'algebre).
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4.1 Apercu du chapitre

L’objectif de ce chapitre est de présenter une notion de reconnaissabilité adaptée aux
fonctions de coft. Il s’agit donc de décrire ’objet ainsi que les outils permettant de travailler
avec. Ceci nous permet en particulier d’établir que les fonctions de cotit reconnaissables sont
telles que :

— la fonction caractéristique de tout langage régulier est reconnaissable (proposition 4.19),

— la fonction de cott «cardinal» sur les mots finis est reconnaissable (example 4.20),
les fonctions de cott reconnaissables sont effectivement closes sous min, max (corol-
laire 4.24), sous inf-projection (lemme 4.29), et sup-projection (lemma 4.30),

— la relation < est décidable sur les fonctions de coiit reconnaissables (théoreme 4.27).
En appliquant le fait 2.22, on obtient alors directement le théoréme suivant.

Théoréme 4.1. La relation de domination est décidable pour la logiqgue monadique de cott
sur les mots finis.

La suite de ce chapitre se décompose comme suit. Nous introduirons les monoides de
stabilisation au cours de la section 4.2. La section 4.3 aura pour but de donner une sé-
mantique & cet objet, c.-a-d. d’introduire les outils nécessaires pour travailler avec. Enfin,
la section 4.4 utilisera les monoides de stabilisation pour définir les fonctions de cofits re-
connaissables. Nous présenterons la notion de morphisme au cours de la section 4.5. La
section 4.6 introduira les f-expressions, objet important de la théorie permettant en parti-
culier de donner les premiers résultats de décidabilité. Enfin, la section 4.7 présentera les
constructions d’inf-projection et de sup-projection.

4.2 Les monoides de stabilisation

Un semigroupe (S5, -) est un ensemble S muni d’une opération de produit associative
(a-(b-c)=(a-b)-c). Sl contient un élément neutre 1, i.e., tel que 1 -z =2 -1 =z pour
tout z, il est appelé monoide. Un semigroupe ordonné (S, -, <) est un semigroupe S
équipé d’un ordre < compatible, c.-a-d. tel que a < b et o’ < b implique a-a’ <b-bV. Un
idempotent d’un semigroupe est un élément e tel que e-e = e. L’ensemble des idempotents
d’un semigroupe S est noté E(S).

Etant donné un semigroupe S, mg (ou plus simplement 7 en pratique) est la fonction de
ST (les mots non-vides sur I'alphabet S) dans S définie par s(a) = a et w(u) = wg(u)-7s(a)
La définition s’étend aux monoides en posant 7(¢) = 1. La fonction 7 envoie alors tout mot
de M* (les mots, possiblement vides, sur I’alphabet M) dans M.

Remarque 4.2 (de notation). Il est trés important pour la suite de ce chapitre de faire
attention aux notations. Nous utilisons dans cette thése la notation explicite a - b pour
dénoter le produit de a avec b. La notation ab est quant-a-elle réservée a la concaténation
de lettres. Cela différe de beaucoup de travaux sur les monoides dans lesquels la notion
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ab dénote implicitement le produit. Ainsi, pour a,b dans un monoide M, a - b dénote un
élément de M, alors que ab dénote un mot sur 'alphabet M, c.-a-d. un élément de M*. Le
produit m permet de passer d’une notation & 'autre.

Définition 4.3. Un semigroupe de stabilisation (S, -, <,#) est un semigroupe ordonné
fini (S, -, <) muni d’un opérateur f: E(S) — E(S) (appelé stabilisation) tel que :

— pour tous e < f dans F(S), ef < f*;

— pour tous a,b € S tels que a-b € E(S) et b-a € E(S), on a (consistence) :

(a'b)ﬁ:a-(b-a)ﬁ-b;

~ pour tout e € E(S), ef <e;

— pour tout e € E(S), (ef)f = ef.
Un monoide de stabilisiation est un semigroupe de stabilisation dont le semigroupe
sous-jacent est un monoide, et tel que 1% = 1.

Historiquement, la notion de monoide de stabilisation est récente [25]. Les idées qui la
sous-tendent sont plus anciennes. Leung a le premier introduit la notion de stabilisation
afin de résoudre le probléme d’existence de borne [63, 65]. Cette technique a ensuite été
développée et affinée, en particulier par Simon et Kirsten [98, 52|. L’opérateur de stabilisa-
tion dans tous ces travaux est un outil servant & capturer ’aspect quantitatif du probléme
a étudier. La nouveauté principale des monoides de stabilisation est qu’ils sont axiomatisés,
et qu’il est possible de leur donner un sens & part entiére sans qu’ils ne soient définis, par
exemple, & partir d’'un automate ou d’une formule logique. Ainsi, ils acquiérent le statut
d’objets autonomes dans la théorie.

Pour l'instant, la définition de monoide de stabilisation est purement abstraite, et il
n’est pas évident, a priori, de comprendre sa relation avec la logique monadique de cotit du
chapitre précédent. Nous allons commencer par donner un sens intuitif & cet objet au moyen
d’exemples. La section suivante, la section 4.3, aura pour but de formaliser les différentes
notions.

Exemple 4.4 («compter» les occurrences de la lettre a). On cherche a construire un
monoide de stabilisation de maniére informelle, en ayant pour objectif de décrire la fonction
de coiit de la fonction calculant le nombre d’occurrences de la lettre a, sur 'alphabet {a, b}.
Informellement, on cherche & construire un monoide de stabilisation qui sépare les mots
contenants «beaucoup» d’occurrences de la lettre a, de ceux qui n’en contiennent que «peu».
Cette séparation entre «peu» et «beaucoup» peut sembler manquer de précision et ne dire
que trés peu sur la fonction que l'on cherche & représenter. Il s’agit en fait exactement de
I'information nécessaire & la compréhension des fonctions de cofit.

Pour atteindre cet objectif, il faut séparer 3 «types» de mots :

— les mots sans occurrences de la lettre a; appelons ce type «b» (la lettre b est de ce

type).
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— les mots contenant au moins une occurrence de la lettre a, mais seulement un petit
nombre de telles occurrences ; appelons «a» le type correspondant (en effet, le mot a
est de ce type),

— les mots contenant un «grand nombre» d’occurrences de la lettre a’s’; appelons ce
type «0».

Notre objectif est de séparer les mots de type 0 des mots de type a ou b. On pose M =
{a,b,0}, Pensemble support de notre monoide.

Bien entendu, concaténer des mots qui ne contiennent aucun a ne peut produire que
des mots qui ne contiennent aucun a. Ce phénoméne se capture par ’égalité b-b = b.
Concaténer un mot avec peu de a avec un mot sans a produit un mot avec peu de a.
Ainsi, a - b = b-a = a. Similairement, concaténer un mot contenant peu de a avec un
mot contenant peu de a produit un mot contenant peu de a. Ceci se traduit par 1’égalité
a-a = a. De méme, concaténer un mot contenant beaucoup de a avec n’importe quel autre
mot produit un mot contenant beaucoup de a. Cela se traduit par 0 -« = = -0 = 0 pour
tout & = a, b, 0. Ainsi, nous avons équipé ’ensemble M d’une opération de produit, et il est
aisé de vérifier qu’elle est associative. De plus b en est 1’élément neutre. Nous avons donc
construit le monoide ({a,b,0}, ).

Il s’agit maintenant d’équiper ce monoide d’un opérateur de stabilisation. L’opérateur
de stabilisation n’est défini que pour les idempotents. Dans le cas présent, tous les éléments
sont des idempotents. L’idée principale est la suivante :

e’ représente le résultat de l'itération d’un grand nombre de e .

Fort de cette interprétation, construire l'opérateut f est trés simple. En effet, itérer un
grand nombre de fois un mot ne contenant aucune occurrence de la lettre a produit un mot
sans occurrence de la lettre a, i.e., b* = b. Itérer un grand nombre de mots contenant un
petit nombre de a (au moins 1) produit un mot contenant un grand nombre de a. On pose
donc af = 0. De méme itérer un grand nombre de mots contenant un grand nombre de a
produit un mot contenant beaucoup d’occurrences de la lettre a. On pose 0f = 0.

Les opérateurs de produit et de stabilisation se résument alors dans la table suivante,
qui & la paire z,y associe z - y, et & chaque z idempotent associe z¥ :

S 2 Q|
o O Ol
O O T

La partie gauche du tableau représente le produit, la colonne supplémentaire donne la table
de stabilisation (remarquons que, dans le cas général, il se peut que cette colonne ne soit
que partiellement définie, car la stabilisation n’est définie que sur les idempotents).

Pour compléter cette définition, il reste a décrire la relation d’ordre. Par définition d’un
monoide de stabilisation, il est nécessaire de poser 0 = af < a. On peut vérifier que cette
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relation (augmentée de x < x pour tout x) aboutit bien a la définition d’un monoide de
stabilisation.

L’idée qu’il faut avoir de cet ordre est qu’il précise comment la valeur d’'un mot peut
évoluer quand le curseur séparant «un peu» de «beaucoupy varie. Par exemple, le mot o'
doit étre considéré comme contenant peu d’occurrences de la lettre a si ce curseur est fixé
a 1000, et donc doit avoir la valeur a. En revanche, si 'on fixe le curseur a 10, ce méme
mot doit étre considéré comme ayant beaucoup d’occurrences de la lettre a, et donc doit
avoir la valeur 0. Ainsi, il y a une sorte de «continuumy» entre la valeur a et la valeur 0,
puisqu’un méme mot peut passer de I'un a 'autre quand le curseur varie. L’ordre < capture
cette continuité.

Il est souvent pratique de représenter le monoide de stabilisation au moyen de son graphe
de Cayley :

0,a,b

QQO
s ®

Chaque sommet représente I'un des éléments du monoide, et un arc étiqueté y relie chaque
sommet  au sommet z-y. Une double fleche relie chaque idempotent x & son «stabiliséy x.

Nous avons déja souligné, dans le cadre logique, la relation entre la théorie des langages
et les fonctions de cotit. Cette relation se traduit aussi par le fait que tout monoide peut
étre vu comme un monoide de stabilisation, et il existe une maniére canonique de le faire.

Remarque 4.5. Un monoide au sens usuel (M, -) se transforme naturellement en un monoide
de stabilisation (M, -, , <), dans lequel la stabilisation de tout idempotent e est ef = e, et
lordre est réduit a l'identité. On vérifie sans difficulté que cette définition satisfait bien
toutes les contraintes d’un monoide de stabilisation. Nous verrons par la suite que cette
traduction préserve également le sens que I’on donne un & monoide (voir proposition 4.19).

Avant de s’intéresser a la sémantique des monoides de stabilisation, donnons un dernier
exemple de monoide de stabilisation.

Exemple 4.6. Nous cherchons cette fois & construire le monoide de stabilisation corres-
pondant a la fonction de cott qui & chaque mot sur 'alphabet {a, b} associe la longueur du
plus long segment de lettres a consécutives. Il s’agit donc de séparer les mots dont tous les
segments (de a consécutifs) sont petits des mots contenants un grand segment.
Il convient pour effectuer cette séparation de distinguer quatre type de mots :
— le mot vide; soit «1» 1’élément correspondant, (il s’agit de I’élément neutre, noté 1
par convention)
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— les petits mots composés uniquement de «a» (d’au moins une lettre) ; soit «a» 1’élé-
ment correspondant,
— les mots contenant au moins une occurrence de la lettre b, mais dont tous les segments
de a’s sont petits; soit «b» 1’élément correspondant,
— les mots contenant un grand segment de a consecutifs ; soit «0» 1’élément correspon-
dant (il s’agit d’un élément absorbant, noté 0 par convention).
Il n’est pas difficile de vérifier que les opérateurs de produits et de stabilisation correspon-
dants sont ceux donnés par la table suivante :

oS Qe

O Q=
O TR Qo
O o o O
oo o Qoo
S O

Pour compléter la définition du monoide de stabilisation il reste a donner la relation d’ordre
correspondante. Pour cela, il est nécessaire d’avoir 0 < a, car 0 = af < a. Comme de plus,
0-b=>b, on obtient 0 =0-b < a =0b. L’objet ainsi construit satisfait toutes les propriétés
d’un monoide de stabilisation.

Remarque 4.7. A quoi sert I'ordre < ? Dans les explications informelles que nous avons vues
cet ordre semble jouer un role secondaire. En effet, il est toujours construit a posteriori.

Remarquons tout d’abord que, si 'on dispose d’un monoide de stabilisation M =
(M,-,4,<), il se peut qu’il existe un autre ordre <’ tel que (M, #, <) soit également
un monoide de stabilisation valide. Appelons un tel ordre valide. On remarque sans dif-
ficulté que l'intersection de deux ordres valides est aussi un ordre valide. Cela signifie que
g’il existe un ordre valide, alors il existe un plus petit ordre valide. Il n’existe par contre
pas toujours de plus grand ordre valide.

Cependant, il est important de garantir 'existence d’un ordre valide. En effet, il est
possible de construire un ensemble M fini, équipé d’un produit et d’un opérateur de stabili-
sation tel que tous les axiomes des monoides de stabilisation n’impliquant pas ’ordre soient
satisfaits, mais pour lesquels il n’existe aucun ordre valide. Dans ce cas, les constructions
développées dans la suite de ce chapitre n’ont plus aucun sens. Cela ne signifie pas qu’'un
tel objet soit sans intérét, mais plutdt qu’il nécessiterai une étude complétement différente,
et qu’il est d’'une autre nature. Décrivons un tel exemple.

Imaginons que 1'on cherche & construire un monoide de stabilisation qui caractérise les
mots qui «contiennent un nombre pair de petit segments de a consécutifs» (attention, il
s’agit d'un exercice de style, car cela ne correspond a aucune fonction). Il est possible de
faire entiérement la construction d’un produit et d’une opération de stabilisation comme
dans les cas précédents. Ce monoide doit alors distinguer les types de mots suivants :

— le mot vide, noté «1» (que 'on ne mentionnera plus),

— les mots de a™ de «petite tailley, notés «a»,
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~ les mots de at de «grande tailley, notés «0» (méme si cet élément n’est pas absorbant),
— les mots contenant un grand nombre pair (resp. impair) de petits blocs de a, et,
commengant (resp. ne commencant pas)/finissant (resp. ne finissant pas) par un grand
bloc de a, ce qui correspond aux types b, 0b, b0, 060 et bb, 0bb, bb0, 0bbO.
La table de multiplication s’obtient en appliquant les égalités suivantes comme des récri-
tures : a0 = 0a = 00 = 0, ba = ab = b, bbb = b et b0b = b. Ainsi, si 'on cherche & calcu-
ler 060-0060, on obtient 060060 qui se récrit en 0b0b0 puis en 060, en effet, ce type correspond
4 un mot contenant un nombre pair de petits segments et qui ne commence ni ne finit par
un petit segment. Cette opération est associative (cela revient & montrer la confluence du
systéme de récriture). L'opération de stabilisation est alors définie par af = 0% = 0, et
comme l'identité sur les autres idempotents que sont bb, 0b, b0 et 0b0. La encore, il est pos-
sible de montrer que toutes les propriétés des monoides de stabilisation sont satisfaites par
cette opération de stabilisation.
Le probléme surgit quand il s’agit de décrire 'ordre. En effet, il est nécessaire d’avoir
d’une part
b=b-a* b<b-a-b="0bb,

et d’autre part
bb="bb-a' - b<bb-a-b=5b.

Ainsi b < bb < b ce qui contredit I'antisymétrie requise pour faire de < un ordre. Il n’existe
donc pas d’ordre valide permettant de terminer la construction.

Une maniére de se convaincre qu’il y a un probléme est de supposer que «étre petit»
s’interpréte comme avoir au plus NV éléments. Alors pour chaque valeur de N fixée, il s’agit
de représenter I’ensemble

Ly = {a"ba™b---ba"*

il y a un nombre pair de i =0,...,k tels que n; < N} .

Considérons alors un mot de la forme baba?ba?...ba". Ce mot n’appartient pas a Lg. 11
appartient & Ly. Il n’appartient pas a Lo, etc... Ainsi cette propriété n’est pas monotone,
et contredit donc le fait 2.3. Ce que cela signifie est qu’il est impossible d’exprimer une
telle propriété en logique monadique de cofit, et en particulier en respectant la contrainte
de positivité qui s’applique aux prédicats de cardinalité. Imposer 'existence de cet ordre
revient & éliminer ce type de phénoménes.

4.3 Sémantique des monoides de stabilisation

Nous avons vu au cours de la section précédente la définition des monoides de stabili-
sation. Il s’agit maintenant de donner une sémantique & cet objet. Une premiére solution
a ce probléme est développée dans le papier original sur le sujet [25]. La solution proposée
ici est celle de le version journal [25]. Elle a été développée dans le cadre de I’enseignement
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dans le «Master de Recherche Parisien en Informatique». Une autre approche a été proposée
par Torunczyk, utilisant le monoide profini libre. Elle est combinatoirement rigoureusement
équivalente (et utilise les lemmes clefs de [28]), mais posséde I’élégance d’une présentation
abstraite. Elle sera briévement abordée au cours de la section 1.5.

L’objet central est la notion de n-calcul. On se fixe pour la suite un monoide de stabi-
lisation M = (M, -, 4, <).

Considérons un mot u € M+ (¢.-a-d. un mot sur M, vu comme un alphabet). L’objectif
est de donner une «valeur» au mot u. Dans le cas des monoides, la valeur du mot est
naturellement le produit des éléments du mot, c.-a-d. w(u). Quelle doit étre la notion
correspondante dans les monoides de stabilisation ?

Dans le cas des monoides de stabilisation, ce qu’est une valeur nécessite quelques préci-
sions. Toute la sémantique informelle que nous avons vue pour les monoides de stabilisation
était basée sur la distinction entre «peu» et «beaucoup». Cela signifie que la valeur que
prend un mot dépend de ce que 'on considére comme «peu» ou comme «beaucoupy. Ainsi,
cette valeur est paramétrée par un entier n qui, informellement, représente la valeur limite
séparant ce qui est considéré comme «peu» de ce qui est considéré comme «beaucoup».
Pour chacune des valeurs prises par n, u est susceptible d’étre évalué différemment, c.-a-d.
d’avoir une valeur différente dans le monoide de stabilisation.

A titre d’exemple, dans le monoide de stabilisation comptant le nombre d’occurrences
de la lettre a développé dans I'exemple 4.4, un méme mot, disons a'%% peut s’évaluer
en a (signifiant «un petit nombre de a») si n est «grand» devant 10000, ou s’évaluer en 0
(signifiant «un grand nombre de a») si n est «petit» devant n. Nous verrons que les notions
nécessitent néanmoins d’étre manipulées avec précaution. En effet, ce qui se passe «autour»
de 10000 (pour une notion de «autour» qu'’il convient de définir correctement) n’est pas
réellement spécifié. Il s’agit d’une zone grise, inévitable, avec laquelle il faut composer.
Cette zone grise explique pourquoi les monoides de stabilisation ne servent pas a décrire
des fonctions, mais des fonctions de cotlit. L’existence de cette zone grise correspond &
la relation d’équivalence = dans la définition des fonctions de cotit. Revenons donc a la
description de cette sémantique.

Supposons qu'une telle valeur limite n soit donnée. La question cruciale reste en suspens :
comment détermine-t-on la valeur d’un mot ? La réponse que nous utilisons est de produire
un arbre de calcul apportant la preuve que le mot peut s’évaluer en une certaine valeur.
Dans le cas des monoides usuels, le fait qu'un mot u s’évalue en 7(u) peut étre représenté
comme un arbre binaire dont les nceuds sont étiquetés par des valeurs du monoide, tel
que les feuilles lues de gauche a droite forment le mot u, et que chaque nceud binaire soit
étiqueté par le produit des étiquettes de ses fils. Bien entendu la racine d’un tel arbre est
étiquetée par 7(u). L’arbre en tant que tel peut étre vu comme une «preuve» que u s’évalue
en m(u). La notion de n-calcul définie ci-dessous est un raffinement de cet notion d’arbre de
calcul, adaptée aux monoides de stabilisation. Elle est principalement inspirée des arbres
de factorisation introduits par Simon [97], en combinaison avec certaines idées issues des
travaux de Kirsten [52] (travail dans lequel il n’existe pas de notion équivalente).
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FIGURE 4.1 — Deux arbres de 4-calcul sur le mot babbbabbbbbaaa dans le monoide comptant
le nombre d’occurrences de a.

Définition 4.8. Un n-(arbre de) calcul sur un mot v € M est un arbre d’arité non
fixée, ordonné, dont chaque nceud x est étiqueté par un élément v(x) € M appelé sa valeur
et tel que :
— les étiquettes des feuilles lues de gauche a droite forment le mot w,
— pour chaque noeud =z, de fils yi,...,yr (de gauche & droite), l'une des situations
suivantes est vérifiée :
— k=0 (feuille),
— k=2,et v(z) =v(y1) - v(y2), (noceud produit),
- 2<k<m,etv(x)=v(y1)=---=v(yk) € E(M), (nceud idempotent),
—k>n,v(y) = =v(y) =e € E(M) et v(z) = e (noceud de stabilisation).
La valeur d’un arbre de calcul est la valeur de sa racine.
Par convention, on admettra qu’il existe un n-calcul sur le mot vide de valeur 1.

Exemple 4.9. Deux exemples de calcul sont présentés a la figure 4.1. Ils correspondent
au monoide de stabilisation de ’exemple 4.4 dont 'objectif est d’évaluer le nombre d’oc-
currences de la lettre a dans un mot. Ainsi, étant donné un mot u € M™ et n, chaque
n-calcul décrit une stratégie d’évaluation aboutissant a un résultat. Ce que nous montrent
les n-calculs de la figure 4.1, c’est que deux n-calculs (pour la méme valeur de n) sur le
méme mot peuvent avoir des valeurs différentes.

Cet exemple illustre un premier probléme lié a 'usage des calculs : il n’y a pas unicité
du résultat des n-calculs. Il s’agit de la «zone grise» mentionnée précédemment.

Nous pouvons remarquer aussi que, sur tout mot, il est facile de construire un arbre
de calcul : pour cela il suffit de n’utiliser que des noeuds binaires, et jamais de nceuds de
stabilisation ou de noeuds idempotents. Bien entendu la valeur d’un tel arbre de calcul n’est
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rien d’autre que le produit des lettres du mot. Un tel arbre de calcul ne tient pas compte
de 'aspect quantitatif du modéle. Bien siir, de tels arbres de calcul ne sont pas pertinents.
Il convient donc de résoudre les questions suivantes :

— Quels sont les n-calculs pertinents ?

— Est-ce que tout mot admet un n-calcul pertinent pour tout n ?

— Comment relier les différentes valeurs des différents n-calculs pertinents sur un méme

mot 7

La réponse a la premiére question est de «limiter» la hauteur des calculs. L’idée est
qu’a chaque niveau de ’arbre, «une partie de la précision est perdue». Borner la hauteur
des calculs est un moyen de limiter cette perte de précision.

La réponse a la deuxiéme question est le sujet du théoréme 4.10 :

Théoréme 4.10 (|23]). Pour tout mot w € M™ et tout entier n, il existe un n-calcul de
hauteur au plus 3| M]|.

Nous admettons ce résultat ici. Il se démontre en utilisant la théorie des idéaux dans
les monoides, c.-a-d. les relations de Green. Il s’agit en fait d’une variation autour d’un
résultat de Simon sur les monoides appelé théoréme des foréts de factorisations [97].
Le théoréme de forét de factorisation correspond au théoréme 4.10 dans le cas d’un monoide
usuel. Dans ce cas il n’y a pas de distinction entre nocuds idempotents ou de stabilisations
puisque le stabilisé de tout idempotent est lui-méme. Les n-calculs ne dépendent alors
plus de n, et sont appelés arbres de factorisation. Il existe plusieurs autres preuves
cet important résultat. Citons |57, 24, 5, 27| (voir [5] et [27] pour des applications de ce
théoréme). Il est assez simple de les adapter pour obtenir une preuve du théoréme 4.10.

Exemple 4.11. Si nous ne prouvons pas le théoréme 4.10 dans ce document, nous pouvons
expliquer comment I’obtenir dans le cas de 'example 4.4. Considérons un mot u de {a, b, 0}*,
et montrons comment construire un n-calcul sur ce mot de hauteur au plus 7. Cela se fait
pour des mots de «complexité» croissante.

— Si le mot u appartient & b™, il existe un calcul de hauteur 1 pour u. En effet, si le mot
se réduit a b, il posséde bien entendu un calcul de hauteur 0. Si 1 < |u| < n alors il suffit
de construire un n-calcul de hauteur 1 dont la racine est un noeud idempotent de valeur b.
Enfin, si |u| > n, la méme construction convient, le nceud racine ayant toujours la valeur b,
mais correspondant cette fois-ci & un nceud de stabilisation.

— Si u appartient a ab*, alors il posséde un calcul de hauteur au plus 2 de valeur a. Si
u est simplement a, c’est évident. Sinon, il suffit de construire un nceud binaire de racine
a, de fils gauche de valeur a, et dont le fils droit est racine d’un calcul de hauteur au plus
1 pour le mot b™ comme donné par le cas précédent.

— Si un mot u est de la forme (ab*)™, alors il posséde un calcul de hauteur au plus 3, et
de valeur a ou 0. En effet, ce mot s’écrit uq ...uy, ot chaque u; appartient & ab*. Chacun
des u;s posséde un calcul de hauteur au plus 3 d’aprés le cas précédent. Il suffit alors de
construire un arbre dont la racine est a ou 0, possédant k fils étiquetés a, chacun étant
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racine d’un sous-calcul pour le mot u; correspondant. Si k < n, ce nceud est idempotent, et
la valeur de I'arbre est a, sinon, il est de stabilisation, et la valeur du calcul est 0.

— Si un mot u appartient a (a + b)*, alors le seul cas qui reste a traiter correspond &
u € b*(ab*)™. En utilisant un nceud binaire a la racine, dont le fils gauche est racine d’un
calcul pour le préfixe dans bT et le fils droit d’un calcul pour le suffixe dans (ab*)™. Le
calcul correspondant a une hauteur au plus égale a 4.

— Si un mot est de la fome 0(a + b)*, en se ramenant au cas précédent, il posséde un
calcul de hauteur au plus 5, et de valeur 0.

— Si un mot w commence par la lettre 0, alors il s’écrit comme une concaténation de
uq ... uy dans laquelle chacun des u; appartient & 0(a + b)*, et posséde donc un calcul de
hauteur au plus 5. En construisant un calcul dont la racine est soit un noeud de stabilisation,
soit un nceud idempotent, v posséde un calcul une hauteur d’au plus 6.

— Le seul cas manquant est de la forme b7 0(a+b+0)*, et se rameéne au cas précédent en
rajoutant éventuellement un noeud racine binaire. Le résultat est un calcul dont la hauteur
est inférieure & 7.

Tous les cas ont été traités.

La réponse a la troisiéme question est la plus délicate. Pour étre énoncée dans toute sa
généralité, il convient de raffiner d’abord la notion de n-calcul et d’introduire les n-sous-
calculs et les m-sur-calculs. Ces notions correspondent aux calculs, mais combinés & une
sur-approximation /sous-approximation du résultat a chaque nceud de I'arbre.

Définition 4.12. Un n-sous-calcul sur un mot u est un arbre d’arité non fixée, ordonné,
dont chaque noeud x est étiqueté par un élément v(x) € M appelé sa valeur et tel que :
— les étiquettes des feuilles lues de gauche a droite forment un mot < u (I’ordre sur M
est étendu aux mots de M* lettre a lettre),

— pour chaque noeud z, de fils yi,...,yr (de gauche & droite), l'une de ces situations
est vraie :
— k=0 (feuille),
k=2 et v( ) <wv(y1) - v(y2) (noeud binaire),
—k=2...n,et v(x) < v(yl) =ov(yx) = v(z) € E(M) (nceud idempotent),

- k= n+1. yo(y)) =+ = v(yk) =e € E(M) et v(z) < e (nceud de stabilisation).
Un n-sur-calcul est deﬁnl 1dentiquement en remplagant < par > partout.
La valeur d’un arbre de sous-calcul (resp. sur-calcul) est la valeur de sa racine.
Par convention, on admettra qu’il existe un n-sous-calcul (resp. un n-sur-calcul) sur le
mot vide pour toute valeur inférieure ou égale a 1 (resp. supérieure ou égale).

L’idée est que les sous-calculs permettent de sous-approximer la valeur d’'un mot, les
sur-calculs permettent de les sur-approximer. Bien entendu, les notions de sur-calculs et de
sous-calculs sont intimement reliées a la notion de calcul comme le montre le fait suivant.

Fait 4.13. Tout n-calcul est un n-sous-calcul et un n-sur-calcul, et réciproquement, toute
arbre étiqueté qui est a la fois un n-sous-calcul et un n-sur-calcul est un n-calcul.
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FIGURE 4.2 — Structure des calculs, sous-calculs et sur-calculs.

Les sous-calculs et les sur-calculs ont des propriétés que les calculs n’ont pas, et qui les
rendent plus faciles & manipuler.

Fait 4.14. Soit m < n, alors tout m-sous-calcul est n-sous-calcul, et tout n-sur-calcul est
un m-sur-calcul.

Cela s’interpréte sur la figure 4.2. Un mot est fixé ainsi qu’une hauteur p supérieure
a 3|M]|. On cherche a représenter pour quelles valeurs de n et de a il existe un n-[sur/sous-
|calcul de hauteur au plus p. Les abscisses correspondent a la valeur de n, et les ordonnées a
lordre (représenté linéairement ici) du monoide de stabilisation. Les n-calculs de valeur a de
hauteur au plus 3| M|, sont symbolisés par I'appartenance du point d’abscisse n et d’ordon-
née a a la zone grise. Les sous-calculs de hauteur au plus 3| M|, qui sont clos vers le bas et la
droite d’aprés le fait 4.13, délimitent la zone hachurée descendante alors que les sur-calculs
de hauteur au plus 3|M|, sont eux clos vers la gauche et le haut, et correspondent a la zone
hachurée de maniére ascendante. Le théoréme 4.15 suivant énonce que les frontiéres de ces
zones, en gras sur le dessin, ne peuvent étre arbitrairement éloignées; elles se comportent
«globalement, de maniére identique».

Théoréme 4.15 (C. |28]). Pour tout entier p, il existe un polynéome o : N — N tel que
pour tout a(n)-sur-calcul de valeur b sur un mot u et tout n-sous-calcul sur le méme mot
de valeur a de hauteur au plus p, alors

a<b.

Ce théoréme se démontre par induction sur la hauteur du sous-calcul. Nous ne dévelop-
pons pas cette preuve dans ce travail.
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Ainsi, il faut que la hauteur soit suffisamment grande pour qu’il existe un calcul par le
théoréme 4.10, mais bornée pour qu’un unique « permette de borner la marge d’erreur par
le théoréme 4.15.

Exemple 4.16. A titre d’exemple, établissons le théoréme 4.15 dans le cas de Pexemple 4.4.
Considérons tout d’abord un n-sur-calcul de valeur v sur un mot u et montrons par
induction sur la hauteur que :
(*1) Siu € bt alors v = b : en listant tous les cas, car b-b = bf = b, et que le seul z tel
que x > b est x =b.
(x2) Siu ne contient aucun 0 et |u|, < n, alors v € {a,b} : en listant tous les cas. La
seule facon de produire 1’élément 0 étant par 0 = af, le seul cas problématique est le cas oul
la racine est un noeud de stabilisation dont tous les fils ont pour valeur a. Mais d’aprés le
cas précédent, cela veut dire qu’une occurrence de a apparait dans chacun des sur-calculs
enracinés au fils de la racine. Comme le noeud racine est de stabilisation, il a strictement
plus de n fils, ce qui contredit '’hypothése |u|, < n.
Considérons maintenant un n-sous-calcul de hauteur au plus p de valeur v sur un mot
u de (b+ a+ 0)*. Nous montrons par récurrence :
(¥%1) Si u contient un a, alors v < a : en listant tous les cas, toutes les opérations
impliquant une lettre < a ayant un résultat < a.
(*x2) Siwu contient au moins n? 4+ 1 occurrences de a, alors v = 0. Il s’agit de considérer
deux cas pour établir ce fait. Si le nceud racine est un noeud de stabilisation. Soit y la
valeur d'un/de tous ses fils. D’apreés le cas précédent, y est nécessairement < a. Il s’ensuit
que v < a! = 0. Dans tous les autres cas, comme la racine posséde au plus n fils, 'un au
moins correspond & un n-sur-calcul de hauteur au plus p— 1 sur un mot contenant au moins
nP~!1 41 occurrences de la lettre a. Par récurrence, cela signifie que I'un des fils de la racine
a la valeur 0. En inspectant tous les cas, il s’ensuit que la racine a aussi la valeur 0 (0 est
absorbant).
(%*3) Si u contient un 0, alors v = 0 (en listant tous les cas).
Soit donc un nP-sur-calcul de valeur y sur un mot v et un n-sous-calcul sur le méme
mot de valeur x de hauteur au plus p, il s’agit de montrer que z < y (cf. théoréme 4.15).
— Six = b, alors d’aprés xx1 et *x3 que u n’est constitué que de lettres b. Par xq, il
s’ensuit que y = b. Nous avons bien x < y.

— Si x = a, alors, d’aprés *x9 et xk3, u ne posséde pas d’occurrences de 0, et posséde
au plus nP occurrences de a. Il s’ensuit par x3 que y > a. De nouveau = < y.

— Six =0, alors, z < 0.

Exemple 4.17. La remarque 4.5 a été I'occasion de présenter comment un monoide usuel
(M, ) peut étre transformé en un monoide de stabilisation (M, -, id,=). Qu'advient-il des
calculs dans ce cas? Nous obtenons alors que, pour tout n, un n-calcul (resp. sur/sous-
calcul) sur un mot u a toujours pour valeur m(u). Le théoréme 4.15 est donc trivialement
vérifié dans ce cas puisque tous les sur-calculs et tous les sous-calculs sur un méme mot
ont la méme valeur, m(u).
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4.4 Reconnaissabilité

Nous avons vu le modéle des monoides de stabilisation, ainsi que les arbres de calculs
permettant de capturer leur sémantique. Dans cette section, nous utilisons ces notions pour
définir ce qu’est une fonction de cofiit reconnaissable.

Fixons nous un monoide de stabilisation M. Un idéal de M est une partie I de M close
vers le bas, c.-a-d. telle que si a < b et b € I alors a € I. Etant donnée une partie X C M,
on note par X| le plus petit idéal qui la contient, c.-a-d. X| ={y : y <z, z € X}.

Les trois ingrédients servant & reconnaitre une fonction de cotit sont un monoide de
stabilisation M, une application h de I’alphabet A dans M que l’on étend lettre & lettre en
un morphisme /1 de A* dans M*, et un idéal I C M. On définit alors pour chaque entier p
quatre fonctions de A* dans NU {oo} :

[M, h,I],, " (u) = inf{n : il existe un n-sous-calcul de valeur dans M \ I

de hauteur au plus p sur h(u)}
[M, h, I], (u) = inf{n : il existe un n-calcul de valeur dans M \ I de

hauteur au plus p sur h(u)}
[M, h, I} (u) = sup{n+1 : il existe un n-calcul de valeur dans I sur h(u)}
[M, b, I]5 " (u) = sup{n+1 : il existe un n-sur-calcul de valeur dans I de
hauteur au plus p sur h(u)}

Le lemme suivant montre que toutes ses fonctions, pour p suffisamment grand sont équiva-
lentes :

Lemme 4.18. Pour tout p > 3|M|,
[M, A, 1], ~ < [M,h,I], < [M,h,I]} < [M,h I} .
Pour tout p, il existe un polynéme « tel que

[[M,h,[]];;“r <ao [[M,h,[]];’ .
Pour tout p <r,

[M, A, I];~ < [M,h, 1] et [ML AL < [ML A I

p
Démonstration. Premier item, inégalité centrale. Soit w un mot et m un entier naturel.
Supposons que [M, h, I]]; (u) > m, cela signifie qu’il n’existe pas de n-calcul de hauteur au
plus p sur A(u) a valeur dans M \ I pour n < m. Pourtant il existe un m-calcul sur h(u) de
hauteur au plus p d’aprés le théoréme 4.10. La valeur de ce calcul appartient nécessairement
a I. Ce calcul témoigne de I'inégalité [M, h, I} (u) > m. Les deux autres inégalités sont
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des conséquences directes du fait 4.13 : tout n-calcul est & la fois un n-sous-calcul et un
n-sur-calcul.

Le second item est une reformulation du théoréme 4.15.

Le troisiéme item correspond au fait que plus p est grand, plus il y’a de sous-calculs
(resp., sur-calculs) de hauteur au plus p. Ainsi, Uinfimum définissant [M, h, I], (resp. le
supremum définissant [M, h, I]) ne peut que décroitre (resp. augmenter). CQFD

Plus simplement, on obtient donc que pour tous p,r > 3| M|,

[M, A, 1], = ~ [M, h, I, ~ [M,h, 1]} ~ [M,h,I]}" ~ [M, h,I]

» o
Ainsi, toutes ces fonctions appartiennent a la méme classe d’équivalence, notée simplement
[M, h, I] et appelée la fonction de cotit reconnue par M, h, I. On dira parfois reconnue
par M. On dira aussi que [M, h, I] et plus généralement toute fonction dans [M, h, I] est
reconnaissable.

Ce que 'on voit dans cette définition est qu'un monoide de stabilisation ne définit pas
une fonction en particulier, mais de nombreuses fonctions, qui sont toutes équivalentes. En

ce sens, ce modéle est intimement relié & la notion de fonction de coiit.

Proposition 4.19. La fonction de coit caractéristique d’un langage régulier est reconnais-
sable.

Démonstration. Considérons un langage L régulier. Qu’il soit reconnaissable signifie qu’il
existe un monoide M, une application h : A — M et une partie FF C M tels que :

L={u : w(h(u)) € F},

ol iz(u) représente I'extension lettre & lettre de h en une application de A* dans M*, et 7
dénote le produit généralisé dans M.

En suivant 'exemple 4.17, ce monoide peut étre vu comme un monoide de stabilisation.
Choisissons I = M \ F comme idéal. Considérons alors la fonction reconnue par M, h, I.
Comme tout sous/sur-calcul sur un mot v s’évalue en 7(v), toutes les fonctions [M, h, I],~,
[M, b, I],, [M, h, I]} et [M,h, I]}* pour p > 3|M]| associent a un mot u la valeur 0 si
m(h(u)) € F et oo sinon. Il s’agit de la fonction de cotit caractéristique de L. CQFD

Ce qu'il faut remarquer de cette preuve, c’est que le méme monoide permet de re-
connaitre un langage et, quand il est vu comme un monoide de stabilisation, permet de
reconnaitre la fonction caractéristique du langage. Cette relation se poursuit dans la suite
de ce chapitre, ainsi, chacune des opérations effectuées sur les monoides de stabilisation,
quand elle est interprétée dans le cas des monoides, correspond & une opérations classiques.

L’exemple suivant utilise les capacités nouvelles des monoides de stabilisations compa-
rées aux monoides classiques.
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Exemple 4.20. Considérons la fonction de cott reconnue par M, {a — a,b — b}, I = {0},
ou M est le monoide de stabilisation de 'exemple 4.4. En reprenant les résultats développés
au cours de I'exemple 4.16, on obtient que pour tout mot u € {a,b}™,

— si |u|q < m, alors tous les n-sur-calculs sur u ont une valeur dans M \ I, et;

— si |u]q > nP, alors tous les n-sous-calculs de hauteur au plus p ont une valeur dans I.
On en déduit que la fonction de coiit reconnue ainsi est celle de 'application | |4, qui &
chaque mot associe le nombre d’occurrences de la lettre a.

4.5 Quotients, sous-monoides des stabilisation et produits

1l s’agit dans cette section d’introduire certaines définitions algébriques classiques, spé-
cialisées au cadre des monoides de stabilisation. Soient M = (M, -, 4, <) et M’ = (M, -/ ¢/, <’
). Un morphisme de monoide de stabilisation de M dans M’ est une application p
de M dans M’ telle que

= p(1m) = 1w,

— p(x) " uly) = p(x - y) pour tous x,y dans M,

— pour tous x,y dans M, si z < y alors p(z) < u(y),

— u(e)* = u(ef) pour tout e € E(M), (remarquons que u(e) € E(M)).

Il est aisé de vérifier que :

Proposition 4.21. Les n-calculs (resp., n-sous-calculs, n-sur-calculs) sur M sont transfor-
més par morphisme (le morphisme appliqué & chaque neeud de l’arbre) en n-calculs (resp.,
n-sous-calculs, n-sur-calculs) sur M.

D’ou 'on déduit :

Corollaire 4.22. Si u est un morphisme de monoides de stabilisation de M dans M', h
est une application d’un alphabet A dans M et I' est un idéal de M, alors

IML b, i ()] = [MY, o, ]

Démonstration. Remarquons d’abord que p~1'(I’) est bien un idéal de M, et par consé-
quence I’énoncé a bien un sens.

Soit u un mot de A*. Considérons un n-calcul sur M du mot k(u) de valeur a € p='(I"),
il peut étre transformé par morphisme en un n-calcul sur M’ sur le mot (p o h)(u) de
valeur ji(a) € I'. De méme un n-cacul du mot h(u) de valeur a € M’ \ p~'(I') peut étre
transformé en un n-calcul de valeur p(a) € M"\ I'. CQFD

La notion de morphisme est intimement reliée & la notion de produit. C’est le cas aussi
pour les monoides de stabilisation. Etant donnés M = (M, - §, <) et M' = (M', /. ¢/, <)
deux monoides de stabilisation, on définit leur produit M x M’ comme :

M % M/ — <M % M/’ '”,ﬁ”, §1/>
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ou (z,2")"(y,y') = (z-y, "'y, (e, )t = (eﬂ,e'ﬁ,), et (z,2") <" (y,y)ssiz <yeta’ <y,

Assez naturellement, I'application de projection sur la premiére (resp., seconde) com-
posante est un morphisme surjectif de M x M’ sur M (resp., sur M'). Il s’ensuit par
le corollaire 4.22 que si f est reconnue par M, h,I et g par M/, h/, I’, alors f est aussi
reconnue par M x M/, h x b/, T x M’ et g par M x M/, h x b/, M x I’, ou l'on pose
(h x h')(a) = (h(a),h(a’)) pour toute lettre a. Ainsi, on obtient :

Lemme 4.23. Si f et g sont reconnues par M, h,I et M', I/, I' respectivement, alors il
existe un monoide de stabilisation M" et une application h" tels que :

— 1l existe un morphisme surjectif f de M"” sur M tel que h = foh”, et

— 1l existe un morphisme surjectif f' de M" sur M’ tel que h' = f' o h".
Ce qui signifie, en particulier que :

- M Y] = [M, b, I, et

- M, h//’flfl(ll)]] = [M, 1, I].

Une conséquence directe de cette construction est alors :

Corollaire 4.24. Si f et g sont reconnaissables, alors max(f,g) et min(f,g) sont effecti-
vement reconnaissables.

Démonstration. D’aprés le lemma 4.23, on peut supposer f reconnue par M, h,I et g
par M, h, J. Alors (pour la hauteur p = 3| M| fixée) on a :

max([M, h, I]];', [M, h, J]];')(u)

sup{n : il existe un n-calcul sur h(u) de valeur dans I}
=m
sup{n : il existe un n-calcul sur h(u) de valeur dans J}

= sup{n : il existe un n-calcul sur h(u) de valeur dans I U J}
= [M,h, TUJ]} .

Ainsi max(f, g) est reconnue par M, h, I U J. De maniére similaire, min(f, g) est reconnue
par M, h, I N J. CQFD

4.6 Les f-expressions

Nous avons vu la notion de monoide de stabilisation, et comment elle pouvait étre
utilisée pour définir une notion de fonction de cotit reconnaissable. Nous manquons encore
de quelques outils pour effectuer des preuves. Le principal outil est la notion de f-expression,
introduit par Hashiguchi au cours de son étude des automates de distance [12]. Les -
expressions peuvent étre vues de deux maniéres. D’une part, comme une expression dénotant
un élément dans un monoide de stabilisation, et d’autre part comme un générateur de
séquences infinies de mots pouvant servir comme témoins d’absence d’une borne, de non-
divergence, ou plus généralement de non-domination.
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Dans un monoide fini M, étant donné un élément a € M, nous dénotons par a* I'unique '
idempotent puissance de a. En particulier, a® = a!/M!'. Cette notion est pratique car Popéra-
teur de stabilisation n’est défini que sur les idempotents. Dans un monoide de stabilisation,
nous noterons a** I'élément (a)*. Contrairement a af qui n’est pas toujours défini, a*¥ I'est
toujours 2.

Une f-expression [10] sur un ensemble A est une expression composée de lettres dans A,
de produits, et d’exposant par wf (originellement, les f-expressions utilisent des exposants
#; l'utilisation de l'exposant wf évite certaines complications).

Une g-expression E sur un monoide de stabilisation M dénote un calcul dans le monoide
de stabilisation. Le résultat valeur(E) de ce calcul est appelé valeur de la f-expression.
Une f-expression est stricte si elle contient au moins une occurrence de wf. Etant donné
un ensemble A C M, (A)# dénote 1'ensemble des valeurs des expressions sur A. De maniére
équivalente, il s’agit du plus petit ensemble contenant A et clos par produit et stabilisation,
c.-a-d. le sous-semigroupe de stabilisation engendré par A. On notera également (A)FF
I’ensemble des valeurs des expressions strictes sur A.

Le n-dépliage d’une f-expression sur A est le mot de AT défini par récurrence comme
suit :

dépliage(a, k,n) = a
dépliage( E'F, k,n) = dépliage(F, k, n)dépliage(F, k,n)

kn fois

dépliage(E‘”ﬁ, k,n) = dépliage(E, k,n) . ..dépliage(E, k,n)

Il peut sembler étrange d’utiliser deux entiers k et n. En fait il faut interpréter a* comme
litération k fois de a, et e! comme 'itération n fois de e, pour e idempotent. Dans ce cas,
il est naturel d’avoir a®? qui corresponde a l'itération kn fois de a.

Etant donnée une f-expression E, Dépliages™ (E, k) est le langage obtenu en évaluant
I’expression rationnelle obtenue de E en remplacant w par k et § par +. Autrement dit,

Dépliages™ (a, k) = {a} ,
Dépliagest (EF, k) = Dépliages™t (E, k)Dépliages™ (E, k) ,
Dépliages™ (E“*, k) = ((Dépliagest (E, k))*)T .

Nous concluons cette section en montrant comment les f-expressions peuvent étre uti-
lisées comme témoins d’existence ou de non-existence d’une borne.

Proposition 4.25. Supposons que M, h, I reconnaisse une fonction de codt sur Ualphabet
A, que k est un multiple de |M|!, et soit E une §-expression sur A, alors les énoncés suivants
sont équivalents :

1. Cet élément n’existe pas toujours dans le cas des monoides infinis. Il existe toujours dans le cas des
monoides finis, et est toujours unique.
2. Certains auteurs dénotent wf simplement f.



4.6. LES §-EXPRESSIONS 67

1. [M, h, I] est bornée sur Dépliages™ (E, k),
2. [M, h,I] est bornée sur {dépliage(E,k,n) : n>1}, et
3. wvaleur(h(E)) € 1,

Démonstration. Comme {dépliage(E, K,n) : n > 1} C Dépliages™ (E, k), I'implication de
1 a 2 est directe.

De 2 a 3. Par la contraposée, supposons que valeur(h(E)) € I. Il s’agit, étant donné un
entier n, de produire un calcul sur le mot dépliage(E, k,n) témoignant du fait que la valeur
de [M, h,I]]1;Ir (dépliage(E, k,n)) est supérieure a n (pour un p ne dépendant que de E). C
calcul, appelé k, n-calcul de E est défini par récurrence comme I’arbre de calcul suivant (on

utilise la notation [a](t1,...,t;) pour dénoter l'arbre de racine étiquetée par a et dont les
fils sont t1,...,t;, de gauche & droite, et on s’autorise & utiliser temporairement la notation
E¥):

calcul(a, k,n) = [a] ,
calcul(EF, k,n) = [valeur(EF)|(calcul(E, k,n), calcul(F, k,n)) ,
n fils
calcul(E**, k. n) = [valeur(E“%)](calcul(E¥, ..., E¥ k,n)) ,
k fois
—_—
calcul(E¥, k,n) = calcul(E ... E,k,n) .

On vérifie par une analyse de cas que calcul(E, k, n) est un n-calcul sur le mot dépliage(u, k, n),
de valeur valeur(E). En particulier, le fait que k soit un multiple de |M|! assure que a*
pour tout a. Dans le cas présent, cela garantit que la valeur de calcul(E¥, k, n) soit un idem-
potent, ce qui est nécessaire pour que la définition de calcul(E‘*’ﬁ, k,n) produise un calcul
valide. En fait, ce calcul est un peu plus général : calcul(E, k,n) est un m-calcul sur le
mot dépliage(FE, k,n) pour tout m < n. De plus, le hauteur du calcul calcul(E, k,n) est au
plus k|E|. Supposons maintenant a = valeur(h(E)) € I. Il s’ensuit que (en omettant les
hauteurs des calculs, toutes bornées par k|E|) :

:aw

M, h, IﬂzlE\ =sup{m + 1 : il existe un m-calcul sur h(dépliage(E, k,n))
et de valeur dans I}

>n. (en utilisant calcul(F, k, n)-comme calcul témoin)

De 3 a 1. Par récurrence sur la hauteur d’une f-expression F, montrons qu’il existe
un entier n tel que pour tout mot u € Dépliages™ (E, k) il existe un n-sous-calcul sur
h(u) de hauteur au plus (k + 1)|E|, et de valeur valeur(E). Le seul cas intéressant est
E = F“ Un mot de u € Dépliages(F“!) s’écrit alors comme u = u; ... uy, Ol Uy, ..., U €
Dépliages™ (F, k). D’aprés 'hypothése de récurrence, sur chacun de ces mots il existe un n-
sous-calcul ¢; de hauteur au plus (k+1)(|E|—1) et valeur valeur(F) sur h(u;). Construisons
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alors, pour s = 1...k, le terme ¢; défini par th =t et 71 = [valeur(F)™*(t;,t3). Le
terme t7 est un n-sous-calcul sur h(uf) de valeur valeur(F)®. En particulier, pour k = s,
valeur (F)F est un idempotent. 11 suffit alors de construire le terme

t = [valeur(F)“4(tF, ... tF) .

Il s’agit d’un n-sous-calcul de hauteur au plus (k + 1)|E| sur le mot h(u), et de valeur
valeur (E). Il s’ensuit directement que pour tout mot u € Dépliages™ (E, k), [M, h, I]]?T|JT4| (u) <
(k+1)|E].

CQFD

De cet énoncé, on obtient une caractérisation simple de la domination entre fonctions
reconnues par le méme monoide de stabilisation.

Lemme 4.26. Soit M un monoide de stabilisation, h une application d’un alphabet A dans
M, et deux idéaux 1, J, alors les énoncés suivants sont équivalents :

- [M, h,I] < [M, h,J], et

~ (WA NI CJ.

Démonstration. De haut en bas. Supposons que [M, h, I] < [M, h, J], et considérons k un
multiple de |M|!. Etant donnée une f-expression E sur A, notons h(E) 'expression sur
M obtenue en remplacant chaque lettre b € A par h(b). Soit a € (h(A))¥ N 1. Alors il
existe une f-expression E sur A telle que valeur(h(FE)) = a. D’aprés la proposition 4.25,
cela signifie que [M, h, I] n’est pas bornée sur Dépliages(E, k). Donc, par hypothése de
domination, [M, h, J] n’est pas non plus bornée sur cet ensemble. De nouveau d’apreés la
proposition 4.25, on en déduit que a = valeur(h(E)) € J.

De bas en haut. Supposons que (h(A))* NI C J. Considérons un mot u € A*. Tout
calcul sur 2 (u) a une valeur dans (h(A))?. Si cette valeur est dans I alors elle est aussi dans
J. On en déduit directement que pour tout p, [M, h, I} (u) < [M, h, I'].F (u). CQFD

Du lemme 4.26, on déduit directement la décidabilité de la relation de domination.

Théoréme 4.27. Le probléme de la domination entre fonctions de codt reconnaissables est
décidable.

Démonstration. En effet, il est toujours possible d’aprés le lemme 4.23 de considérer que
deux fonctions reconnaissables de cotit sont reconnues par le méme monoide de stabilisation
M et la méme application h. Il suffit donc de conclure en appliquant le lemme 4.26, le calcul
de (h(A))* pouvant étre effectué par un simple processus de saturation. CQFD

Une autre conséquence du lemme 4.26 nous sera utile pour présenter le monoide de
stabilisation syntaxique.

Proposition 4.28. Considérons deuz fonctions de cofit reconnue par M, h,I et M', I/, I’
respectivement, alors les deux énoncés suivants sont équivalents :
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- [M,h, 1] < [M, 1, '],
— pour toute f-expression E sur A,

valeur(h(E)) € I implique wvaleur(h'(E)) € I’ ,

ot h(E) (resp. h'(E)) dénote la §-expression sur M (resp. sur M') obtenue de E en
substituant h(a) (resp. h'(a)) a chaque lettre a € A.

Démonstration. D’aprés le lemme 4.23, il existe un monoide de stabilisation M”, une
application h” de A dans M” et deux morphismes de monoides de stabilisation f, f’,
de M” dans M et M’, respectivement tels que h = f o h” et ¥ = f' o h”. De plus,
M7, B, f=1(ID)] = [M, h, 1] et [M”, 1", f'~1(1")] = [M, h, I'].

Il nous suffit donc de montrer que 1’énoncé (x) :

pour toute f-expression E sur A, valeur(h(E)) € I implique valeur(h'(E)) € I'.
est équivalent au fait () :
(W' (M) f7HT) < fH),

pour pouvoir appliquer le lemme 4.26 et conclure.

Supposons (**). Soit F une f-expression sur A telle que wvaleur(h(E)) € I. Comme
f(valeur(R"(E))) = valeur(h(E)) € I, nous avons valeur(h”(E)) € f~1(I). Comme de
plus valeur(h”(E)) € (h"(A))*, nous pouvons déduire que valeur(h”(E)) € f'~*(I'). D’on
valeur (W' (E)) = f'(valeur(h"(E))) € f'(f/~*(I')) C I'. La propriété (%) est établie.

La réciproque est similaire : il s’agit de montrer (contraposée), qu’en supposant valeur(h'(E)) &
I’ il est possible de déduire que valeur(h'(E)) ¢ I. Le méme enchainement de déductions
s’applique. CQFD

4.7 Cloture sous inf-projection et sup-projection

Rappelons qu’étant donné un morphisme lettre a lettre z de A* dans B*, et une fonction
de cotlit f sur 'alphabet A reconnue par M, h, I, notre objectif est reconnaitre la fonction
de cotit qui qui a tout mot u € B* :

fint,z(uw) = inf{f(v) : z(v) =u} .

Ainsi, il s’agit de considérer toutes les images inverses de u par v, et de minimiser le résultat
par f sur ses entrées.

L’inf-projection nécessite (comme pour les monoides standards) une construction des
parties. En effet, il s’agit de considérer, pour toutes les images inverses d’un mot, quelles
pourraient étre les valeurs de calculs sur ces entrées. La construction doit donc maintenir
un sous-ensemble du monoide de départ. Dans notre cadre ordonné, il s’agit de considérer
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les idéaux. Soit [ (M) l'ensemble des idéaux sur M. Nous équipons (M) d’une structure
d’ordre par :

1<J si 1CJ,
d’un produit par :
A-B = {a-b:a€cA beB},
et d’un opérateur de stabilisation par :
Et = <E>ti+¢ '

Lemme 4.29 ([28]). M, = (J(M),-,#,C) est un monoide de stabilisation. De plus, si
M, h, I reconnait une fonction de cott f sur lalphabet A, et z est une application de A
dans B, alors

M\L,h,,{A S Mi : AC I} .
reconnait fins ., ot h'(b) = h(z71(b))} pour tout b de B.

La preuve de cet énoncé (voir |28]) s’obtient en comparant convenablement les calculs
dans le monoide M au calculs dans le monoide M. Une construction similaire permet
d’obtenir la cléture sous sup-projection.

Lemme 4.30 (|28]). Les fonctions de coit reconnaissables sur les mots finis sont clos sous
sup-projection.

4.8 Le cas des mots infinis

Nous avons présenté jusqu’a présent le cas des mots finis. La situation sur les mots
infinis n’est pas trés différente. Elle n’a pas fait I'objet de publications ce jour.

Les algébres de Wilke (introduites dans [107]) permettent une description des lan-
gages réguliers de mots infinis au moyen d’une structure algébrique finie. Le lecteur peut
se référer pour plus d’information & [23] par exemple. Nous décrivons dans cette section
les algébres de Wilke de stabilisation. Il s’agit de la combinaison naturelle des monoides de
stabilisation avec les algébres de Wilke. L’objet produit posséde les propriétés attendues,
et en particulier nous permet de donner une notion de fonctions reconnaissable de cotit sur
les mots finis qui se trouvent coincider, comme dans le cas des mots finis, avec les fonctions
de colit définissables en logique monadique de cofit.

Ainsi, un algébre de Wilke de stabilisation

<S7 SOO: Yy ﬁ?wv §>

est telle que :
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— S et Sy sont deux ensembles finis disjoints, correspondants aux mots finis non-vide
(pour S) et aux mots infinis (pour Se),

I’opérateur binaire - est une opération associative de S x S dans S et de S X S
dans S, c.-@-d. que pour tous éléments a,b de S et ¢ dans S W S,

(@a-b)-c=a-(b-c),

— lopérateur unaire # est une application de E(S) dans FE(S), telle que
—(a-b)f-a=a-(b-a)

— lopérateur unaire w est une application de E(S) dans S, telle que

- (a-b)=a-(b-a),

_ (eﬁ)w = ev,

la relation < est & la fois un ordre sur S et un ordre sur S,,, compatible avec toutes

les opérations, c.-a-d.,

— pour tous éléments a < a’ de S et tous b < ¥ dans S ou So, a-b<ad -V,

— e! < £ pour tous idempotents e < f,

— et e < f¥ pour tous idempotents e < f,

~ pour tout e € E(9), ef <e.

On reconnait dans cette définition la combinaison naturelle des monoides de stabilisation
avec les algébres de Wilke, a cela prés que 'opération w n’est définie que sur les idempotents
(contrairement a la définition originelle des algébres de Wilke). Il s’agit d’un choix de nature
technique. La seule chose nouvelle est 'apparition de la régle (eﬁ)” = e%, qui est assez
naturelle.

Continuer I'extension de la théorie requiert de définir ce que sont les n-calculs/n-sous-
calculs/n-sur-calculs dans le cadre des algébres de Wilke syntaxiques. Appelons les w-n-
calculs/w-n-sur-calculs/w-n-sous-calculs. La encore, cette définition est naturelle : il
s’agit d’arbres finis ou infinis, dans lesquels un nouveau type de noeud x est possible : les
noeuds d’w-itérations, ayant une infinité de fils étiquetés y1,y2, ... (de gauche a droite),
et tels que la valeur des nceuds yi,... est égale au méme idempotent e, et la valeur de x
est ¥ (resp. supérieure a e* pour un sur-calcul, resp. inférieure a e* pour un sous-calcul).

Notons la contrainte syntaxique qu'un arbre d’w-calcul posséde exactement un nceud
d’w-iteration, et que celui-ci ne peut apparaitre dans le membre gauche d’un nceud de
produit, ou sous un neeud de stabilisation ou d’un nceud idempotent.

Les résultats fondamentaux des calculs restent valides, & commencer par ’existence d’'un
calcul. En fait, tout se déduit du cas fini.

Lemme 4.31. Pour toute algébre de Wilke de stabilisation (S, Seo, -, #,w, <) tout mot infini
u € S¥ et tout entier n, il existe un w-calcul sur u de hauteur au plus® 4]S| + 2.

Démonstration. Soit u = agai ... Pour tous i < j, soit a;; une valeur de S telle que
a;a;iy1 - ..a;—1 admette un n-calcul 7; ; de hauteur au plus 3|S| de valeur aij (c’est possible

3. Il est possible en fait d’obtenir une meilleur borne, 3|S|-1, mais avantage de cet énoncé est qu’il
s’obtient directement en appliquant le résultat sur les mots finis.
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d’aprés le théoréme 4.10). Par le théoréme de Ramsey, il existe b dans S et des entiers
0 <ip <idg < ... tels que a;;,, = b pour tout /. On sait qu’il existe m < n tel que
b™ = e est un idempotent. Ainsi chaque aj, ...a;.,,,—1 posséde un n-calcul de hauteur au
plus 3|S| +m < 4|S| de valeur e. Soit U; cet arbre. Construisons alors I'w-n-calcul suivant :

To,i, e

Il s’agit d’un w-n-calcul de hauteur au plus 4|S| sur le mot w. CQFD

Le résultat permettant de comparer les calculs, pendant du théoréme 4.15, se dérive
également du cas des mots finis.

Théoréme 4.32. Pour tout entier p, il existe un polynéme o : N — N tel que pour tout
w-a(n)-sur-calcul de valeur b sur un mot infini u et tout w-n-sous-calcul sur le méme mot
infint de valeur a de hauteur au plus p, alors

a<b.

Démonstration. La démonstration s’obtient en utilisant le cas des mots finis en combinaison
avec les techniques habituelles pour les algébres de Wilke. Nous ne la développons pas plus
dans ce document. CQFD

Tous les autres résultats concernant les monoides de stabilisation s’étendent alors au
cas des mots infinis. Il s’agit en particulier de ’existence d’une notion de fonction de cotit
reconnaissable sur les mots infinis, de la cloture des fonctions de cotit reconnaissables sur les
mots infinis sous min, max, inf-projection et sup-projection, I’équivalence avec la logique
monadique de coiit, ainsi que la décidabilité de la domination. Les preuves sont identiques.
Nous ne développons pas plus avant ce cas.



Chapitre 5

Les automates a coit

Nous avons vu au cours du chapitre précédent comment la notion de fonction réguliére
de colit pouvait étre introduite en utilisant la notion de reconnaissabilité par monoide de
stabilisation. Nous présentons une seconde approche utilisant une forme adaptée d’auto-
mates, les automates & cotts.

Ces automates permettent de définir des fonctions des mots dans NU{oo}. Nous verrons
qu’ils définissent les mémes fonctions de cotits que la logique monadique de cotlit ou les
monoides de stabilisation. Si historiquement ils sont apparus comme sujet d’étude principal
(les automates de distance de Hashiguchi, puis les formes d’automates étudiés par Bala et
surtout Kirsten), ils ne sont en fait pas les objets d’étude les plus pertinents dans le cas des
mots. Ils deviennent inévitables dans le cas des arbres.

Nous présentons dans ce chapitre les automates a colit dans le cadre des mots. Cela
nous permet de fixer une partie de la terminologie, bien qu’aucun résultat de décidabilité
nouveau n’en sera déduit. La dynamique de ces notions apparaitra plus clairement dans les
chapitres suivants avec I’étude des jeux, et les automates d’arbres.

Les automates & coiit, dans leur forme non-déterministe, se déclinent essentiellement en
deux variantes : les B-automates et les S-automates. Ces deux formes se distinguent en ce que
le non-déterminisme est interprété comme calculant un minimum pour les B-automates et
comme un maximum dans le cadre des S-automates. Ces définitions procurent une nature
duale de ces deux classes, et bien entendu conditionnent leurs propriétés. S’il convient,
dans 'absolu, de développer les deux notions, nous nous attardons plus longuement dans ce
document sur les B-automates. Bien entendu les deux notions seront réconciliées quand nous
considérerons les modéles alternants d’automates et la théorie des jeux. Nous attacherons
une attention plus particuliére au modéle des B-automates dans ce chapitre.

Le reste de ce chapitre se décompose comme suit. Les B-automates sont introduits
au cours de la section 5.1. De premiers résultats élémentaires sont présentés au cours de
la section 5.2. Plusieurs variantes du modéle sont considérés a la section 5.3. Le modéle
des B-automates hiérarchiques, qui joue un role important par la suite, sera présenté a la

73
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section 5.4. Nous présenterons a la section 5.5 les expressions B-réguliéres et montrerons
leur équivalence avec les B-automates. Le modéle dual des S-automates est le sujet de
la section 5.6. Les résultats centraux d’équivalence seront présentés et commentés a la
section 5.7. Enfin le cas des mots infinis sera briévement mentionné a la section 5.8 (il sera
développé au cours de la partie suivante).

5.1 Les B-automates

Les B-automates sont des automates finis qui & chaque mot associent une valeur dans NU
{oc}. Ils utilisent des compteurs qu’ils peuvent incrémenter, remettre a zéro, et observer.
La fonction calculée par un tel automate est le minimum sur toutes les exécutions de la
plus grande valeur observée (quel que soit le compteur observé). Les automates de distance
en sont un cas particulier.

Formellement, un B-automate A = (Q, A, I, F,I", A) est décrit par :

— un ensemble fini d’états @,

— un alphabet fini A,

— un ensemble d’états initiaux I C @,

— un ensemble d’états finaux F' C @),

— une relation de transition A C Q x A x Ar x Q, ott Ar = {e,ic,r}'.

Un B-automate sera dit déterministe si la relation A est une fonction de @ x A dans
Ar x @ et il n’y a qu'un seul état initial. Un B-automate déterministe sera dit complet si
de plus § est totalement définie. Une exécution o de A sur un mot ai...a, € A* est une
séquence

0= (po,alythpl)---(pn—l,an,tn,pn)

telle que (p;j—1,a;,t;,pi) € A pour tout ¢ = 1...n. Si de plus py € I, p, € F, Pexécution
est dite acceptante.

Une exécution induit pour chaque compteur un mot sur {i,c,r}*. Les lettres i,c,r
sont appelées actions élémentaires. Au début de I'exécution, les compteurs partagent la
méme valeur 0, puis évoluent suivant les régles suivantes :

Incrément : si la lettre est i (i pour «increment»), la valeur du compteur est aug-

mentée de 1,
Remise a 0 : si la lettre est r (r pour «reset»), la valeur du compteur est remise a 0,
Observation : si la lettre est ¢ (c pour «checky), la valeur du compteur ne change pas,
mais est observée.
Nous définissons C'(u) comme ’ensemble des valeurs observées au cours de u. Nous utili-
serons la notation C'(u) quand u est une séquence d’actions élémentaires, u € {¢,ic,r}*,
quand u est une séquence de tuples d’actions (non nécessairement élémentaires) indexé par
un ensemble de compteurs, c.-a-d. u € ({¢,ic,r}*)', ou quand u est tout simplement une
exécution. Remarquons que dans le cas de plusieurs compteurs, C'(u) collecte toutes les
valeurs observées sans tenir compte du compteur qui en est a l’origine.
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Le cotit de la séquence, pour tous les cas mentionnés ci-dessus, est alors :
cottp(u) = sup C'(u)

Rappelons que sup () = 0 est un cas particulier. Cela signifie que si aucun compteur n’est
observé, le cotit est 0. Cela est en particulier le cas quand il n’y a pas de compteurs.

Il est maintenant trés simple de définir la sémantique d’un B-automate On définit la
valeur d’'un mot u € A* pour A comme :

[A]g(u) = inf{codtp(o) : o exécution acceptante de A sur u} .

Rappelons que inf() = oco. Cela a pour conséquence que s’il n’existe aucune exécution
acceptante sur u, alors [A]g(u) = oo.

Exemple 5.1. Le B-automate suivant compte le nombre d’occurrences de la lettre a.

a:ic

4

b:e

On utilise les conventions suivantes. Les états sont représentés par des cercles. Les états
initiaux ont une fléche entrante sans origine, et les états finaux sont origines d’une fleche
sans destination. Une transition (p, a,t,q) est représentée comme une fléche d’origine p, de
destination ¢, étiquetée par a : t. Dans cet exemple, comme il n’y a qu’un compteur, t est
représenté comme 'action sur 'unique compteur.

Remarque 5.2. Si A ne posséde aucun compteur (c.-a-d. I' = @) alors A peut étre vu comme
un automate non-déterministe acceptant le langage régulier L = £(.A). On a alors pour tout
mot u :

0 siuel,

00 sinon.

[A(w) = xr(u) = {

En particulier, si A et A" sont des B-automates sans compteurs, alors £(A) C L(A") ssi

[A] = [AT.

Exemple 5.3. Le B-automate suivant calcule le maximum du nombre d’occurrences de la
lettre a et du nombre d’occurrences de la lettre b. Il utilise deux compteurs.

a: (ic,e)
U

b: (e, ic)
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Cette fois-ci, deux compteurs sont utilisés, et les actions sont donc représentées comme
une paire formée de 'action sur le premier compteur, suivie de I'action sur le deuxiéme
compteur.

Exemple 5.4. Le B-automate & un compteur suivant calcule le minimum du nombre d’oc-
currences de la lettre a et du nombre d’occurrences de la lettre b.

a:ic a:e

B

b:e b:ic
Cette fois-ci, 'automate doit deviner, en utilisant le non-déterminisme, s’il compte le nombre

d’occurrences de a ou le nombre d’occurrences de b.

Exemple 5.5. Le B-automate suivant calcule la longueur maximale d’un segment formé
uniquement de a.

b:r

Exemple 5.6. Le B-automate suivant calcule la fonction minseg qui a chaque mot associe
la longueur minimale d’un segment formé uniquement de a, c.-d-d. minseg(a™b...ba"*) =
min(ng, ..., nk).

a,b:e a:ic
)
_)Q?% b:e @ b:e é_}

Nous utilisons ici I’abréviation a,b : t annotant une fleche d’origine p et de destination g,
pour dénoter qu'il existe les deux transitions (p,a,t,q) et (p,b,t,q). Cet automate utilise
son non-déterminisme, pour deviner le segment de a qu’il s’agit de mesurer.

5.2 Reésultats élémentaires

Nos premiers résultats relient le monde des B-automates a celui de la logique monadique
de cofit du chapitre précédent.



5.2. RESULTATS ELEMENTAIRES 7

Proposition 5.7. Les fonctions définissables par B-automate sont définissables en logique
monadique de coit.

Idée. Soit A un B-automate. Par définition, [A]g(u) < N si et seulement s'il existe une
exécution acceptante de I’automate sur u telle que pour tout compteur, il n’y a pas plus de
N incréments de ce compteur consécutifs. Cette énoncé se formalise directement en logique
monadique de colt en utilisant les codages habituels. CQFD

Nous établissons également dans cette section certains résultats de cléture sur les fonc-
tions calculées par B-automates.

Proposition 5.8. Le support d’une fonction définie par B-automate est un langage régqulier.

Idée. Une premiére méthode consiste & traduire I'automate en logique monadique de cotit
en utilisant la proposition 5.7, puis en appliquant le proposition 2.8 qui montre que le
support d’une fonction définie en logique monadique de cotit est régulier.

Une construction directe est également possible. Il suffit d’enlever les actions sur les
compteurs pour obtenir un automate non-déterministe acceptant un langage. Ce langage
est le support de la fonction calculée par I’automate de départ. CQFD

Une forme de réciproque est aussi vraie.

Proposition 5.9. Les fonctions caractéristiques des langages rationnels de mots sont ac-
ceptées par B-automates.

Idée. Considérons un automate de mot non-déterministe acceptant un langage L. Cet au-
tomate peut étre vu comme un B-automate sans aucun compteur. La fonction acceptée par
ce B-automate est alors exactement la fonction caractéristique de L. CQFD

Proposition 5.10. Etant donnée f calculée par un B-automate et un entier positif n,
l’ensemble des mots de valeur n est régulier.

Idée. 11 suffit de convertir 'automate en logique monadique de cofit en utilisant la pro-
position 5.7, de calculer son support au moyen la proposition 2.7. Une autre construction
consiste a construire un automate qui dans ses états «compte jusqu’a n». Un automate
fini peut donc simuler un B-automate pour toutes valeurs des compteurs inférieures a n.
Sa taille est celle de I'automate originale multipliée par (n + 1), ot k est le nombre de
compteurs. CQFD

Les résultats suivants montrent la cléture des fonctions calculées par B-automates sous
min (proposition 5.11), max (proposition 5.12) et min-projection et inf-projection. Ces
constructions correspondent directement & la cldéture sous union et intersection et projection
des langages rationnels.

Proposition 5.11. Les fonctions calculées par B-automate sont closes sous min.
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Idée. 11 suffit d’effectuer 'union disjointe des deux automates. L’infimum sur toutes les
exécutions dans la définition de la sémantique de I'automate entraine en particulier que
le chemin appartenant a I’automate donnant la plus petite valeur est sélectionné. A titre
d’exemple, on peut observer le rapport entre 'automate de ’exemple 5.1 et 'automate de
I’exemple 5.4. CQFD

Proposition 5.12. Les fonctions calculées par B-automate sont closes sous max.

Idée. 11 s’agit cette fois-ci de construire un automate produit travaillant sur 'union dis-
jointe des compteurs. Cet automate simule une exécution des deux automates d’origine,
effectuant les manipulations des compteurs sur la copie des compteurs correspondante. A
titre d’exemple, on peut observer le rapport entre 'automate de ’exemple 5.1 et 'automate
de I'exemple 5.3. CQFD

Proposition 5.13. Les fonctions calculées par B-automate sont closes sous inf-projection.

Idée. Soit z un morphisme lettre a lettre de A* dans B*, et A un B-automate sur ’alphabet
A. Il s’agit de construire un automate sur 'alphabet B, qui accepte la fonction

[A']g(u) = min{[A]s(v) : 2(v) =u} .

Pour cela, il suffit de partir de 'automate A et de remplacer chaque transition de la
forme (p,a,t,q) par la transition (p, f(a),t,q). Ainsi, le nouvel automate utilise son non-
déterminisme pour d’une part deviner un antécédent du mot en entrée pour z, et d’autre
part deviner une exécution de ’automate de départ sur cet antécédent. CQFD

En revanche, les fonctions calculées par B-automates ne sont pas closes sous sup-projection.
Nous verrons qu’elles le sont, mais seulement & ~-prés.

5.3 Variantes du modéle des B-automates

Nous avons vu ci-dessus le modéle générique des B-automates. En fait, la situation est
comparable par certains aspects & ce qui se passe pour les langages de mots infinis. Dans ce
cas les automates peuvent-étre déterministes, non-déterministes, alternants, et utiliser des
conditions de Biichi, de Rabin, de Streett, ou de Miiller, et toutes les combinaisons (sauf le
cas déterministe Biichi) ont le méme pouvoir d’expression. Il est aussi possible d’autoriser
ou non les e-transition, d’autoriser 'automate & rebrousser chemin, etc... L’une des grandes
richesses de la théorie des automates est la capacité de passer d’'un modéle a ’autre. Nous
commentons dans cette section plusieurs variantes du modéle : les automates de distance,
puis les B-automates déterministes et enfin les B-automates avec e-transitions.
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Les automates de distance

Les automates de distance, introduits par Hashiguchi [12] sont les premiers automates
a avoir été considérés (voir section 1.2). Un automate de distance est un automate pondéré
sur le semi-anneau tropical ((N U {co}, min,+)). Cela revient dans le formalisme des B-
automates a définir un automate de distance comme un B-automate & 1 compteur, sans
remise & 0. Ainsi, un automate de distance ne posséde qu’'un unique compteur, sur lequel
les actions possibles sont € et ic seulement.

En termes de fonctions réguliéres de cotit, les automates de distance sont strictement
plus faibles que les B-automates.

Proposition 5.14. La fonction minseg qui a chaque a™b...ba™ associe max(ng,...,nk)
est acceptée par un B-automate mais par aucun automate de distance, méme modulo ~.

Dans le cas des automates de distance, il est possible d’étre plus précis.

Proposition 5.15. Une fonction des mots dans NU {oo} est définissable par automate de
distance si et seulement si elle est définissable dans le fragment de distance, c.-a-d. par une
formule de la forme

3X 1X] < N Aw(X)
ot P(X) est monadique.

Idée. Des automates vers la formules. La formule de distance commence par deviner 1’en-
semble X des positions pour lesquelles 'automate effectue un incrément, et vérifie que cet
ensemble est de taille au plus N. La formule ¥ devine alors une exécution de I'automate
sur ’entrée, et vérifie que cette exécution est valide, acceptante, et qu’elle n’effectue des
incréments qu’au cours des transitions correspondantes aux positions dans X.

Dans le sens contraire, on sait que 1(X) peut étre transformé en un automate de mot
qui étant donné u et X accepte le mot (u, X) si et seulement si u = ¢ (X). Il suffit alors de
voir cet automate comme un automate non déterministe sur v qui devine X et effectue un
incrément si et seulement si la transition correspond a une position dans X. CQFD

B-automates déterministes

Dans cette section nous entamons la description des différentes variations possibles au-
tour de la notion de B-automate. Ces équivalences ne sont valables que modulo = (certaines
sont valables exactement).

Notre premier résultat montre que la situation est différente du cas des langages de mots.
En effet, nous commencons en montrant que, méme considérés modulo =, les B-automates
ne peuvent pas étre rendus déterministes.

Proposition 5.16. La fonction a™b"

déterministe modulo ~.

— min(m, n) ne peut étre reconnue par un B-automate



80 CHAPITRE 5. LES AUTOMATES A COUT

Démonstration. Par la contraposée, supposons qu’il existe une fonction de correction a et un
B-automate déterministe .4 qui définisse une fonction ~,-équivalente a a™b" — min(m,n).
Notons §(u) I'état atteint a partir de I’état initial en lisant le mot u en entrée. Nous notons
dans cette preuve par 6(u) 'unique état atteint par 'automate aprés avoir lu le mot u.

Commengons par analyser la structure de 'automate. Remarquons tout d’abord que le
mot ab™ n’a pas la valeur oo, et donc §(a™b"™) existe pour tous m,n, et est final. Comme
I'ensemble d’états est fini, il existe k,[ tels que §(a*) = §(a**!). De méme, il existe &', 1’,
tels que d(akb?") = §(akbF V).

Supposons qu’il existe un compteur « tel que sur la boucle parcourue en lisant a' a
partir de I'état 5(ak), ~ est incrémenté, mais n’est pas remis & 0. Nous obtenons alors
que [A](a**™) > n, et donc [A] n’est pas borné sur a*+™  alors que a™b™ + min(m,n)
I'est. Contradiction. De méme, il est impossible qu'un compteur soit incrémenté mais non
remis & 0 lorsque 1'on parcours la boucle d’origine § (akbk/) obtenue par lecture du mot b
Ainsi, nous savons que tous les compteurs sont soit remis & 0, soit jamais incrémentés dans
ces boucles. Nous en déduisons que [A](a*+™o¥ +7) < k+1+ k' 41, et donc [A] est borné
sur {aF Tk "y o p e N}, alors que a™b™ — min(m, n) ne lest pas. Il s’agit de nouveau
d’une contradiction. CQFD

Ce résultat est, a priori, trés négatif, et montre qu’il est délicat de travailler avec les B-
automates. En fait, la situation possédent une certaine ressemblance avec d’autres modéles
d’automates, comme en particulier les automates de Biichi sur les mots infinis ou les auto-
mates de parité sur les arbres infinis. Dans ces deux cas, il est impossible de déterminiser
les automates. Différentes techniques sont donc utilisées pour contourner cette difficulté, et
en particulier, pour montrer la cldéture sous complément [16, 87].

Nous verrons en particulier que, bien que les B-automates déterministes soient stricte-
ment moins expressifs que les B-automates en général, il est possible de définir une notion
sémantique, le déterminisme en histoire qui peut étre utilisée a la place du déterminisme
dans certaines situations. Contrairement au résultat précédent, tout B-automate peut étre
transformé en un B-automate déterministe en histoire équivalent. Cette technique s’avérera
cruciale pour traiter le cas des arbres. Elle sera développée a la section 7.7.

Automates avec e-transitions

L’un des premiers résultats que 'on apprend en théorie des langages est la possibi-
lité d’éliminer les e-transitions d’un automate non-déterministe de mots. Ce résultat reste
valable dans le cas des automates & coiit.

Un B-automate avec e-transition est un B-automate sur l'alphabet A U {e}. Etant
donné u € AU {e}, u° est le mot de A* obtenu de u en éliminant toutes les occurrences de
la lettre €. On pose pour tout u € A* :

[A](u) = inf{[A](v) : T°=u} .



5.4. LES B-AUTOMATES HIERARCHIQUES 81

On remarque que dans le cas sans compteurs, cette définition est consistante avec la notion
habituelle d’automates avec e-transitions.
L’objectif est d’établir la proposition suivante.

Proposition 5.17. Les B-automates avec e-transitions sont ~-équivalents aux B-automates.

Afin d’éliminer les e-transitions, le point clef est de compresser les actions se déroulant
sur une séquence de transitions en une seule action. Il s’agit donc de pouvoir effectuer le
produit d’actions. Pour cette raison, la construction briévement décrite ci-dessus peut-elle
étre interprétée en termes de monoides des stabilisation.

Ainsi, définissons I'opération de produit - sur {¢,ic,r} comme le maximum pour l'ordre
€ < ic < r (il s’agit du produit du monoide de stabilisation reconnaissant codtg). Ce
produit est étendu composante par composante & Apr = {s,ic,r}r. Soit également 7 :
{e,ic,r}* — {¢,ic,r} l'extension du produit & un mot de longueur quelconque u € A
(avec 7(e) = €).

L’idée de la construction permettant d’éliminer les e-transitions est alors trés simple.
Le nouvel automate contient les états de I'automate d’origine, et il y a une transition
(p,a,m(v),q) dans le nouvel automate si dans le premier il existe un chemin étiqueté par
€*ae en entrée, et par v en sortie. De plus, un nouvel état isolé, & la fois initial et final est
ajouté si 'automate d’origine attribue une valeur finie au mot vide.

Cette construction n’est valable modulo ~. En effet, un automate & e-transitions a la
possibilité d’effectuer, par exemple, deux actions ic consécutives & chaque fois qu’une lettre
est lue. L’automate apres la transformation n’effectuera plus qu’une seule de ces actions.
Ainsi le résultat sera divisé par 2. Cette erreur est acceptable quand elle est considérée
modulo ~.

5.4 Les B-automates hiérarchiques

Une sous-classe particuliérement importante des B-automates sont ceux possédant la
propriété d’étre hiérarchiques, les hB-automates. La situation est comparable & celle des
automates de mots infinis. En effet, les B-automates hiérarchiques sont aux B-automates
ce que les automates a parité sont aux automates de Streett. Dans cette section nous
ne faisons que présenter cette notion et montrer son équivalence avec les B-automates non-
hiérarchiques. Elle nous servira dans la suite pour montrer I’équivalence avec les expressions
réguliéres. Ce n’est pourtant pas la que la notion prend tout son sens, mais dans le cadre des
jeux (théoréme 7.12) car, tout comme dans la condition de parité dans les jeux infinitaires,
cette condition permet la détermination positionnelle.

Historiquement, les B-automates hiérarchiques ont été introduits avant, les B-automates,
par Kirsten [52]. Les B-automates ont été décrits indépendamment dans [7], & la fois dans
leur forme générale et dans leur forme hiérarchique. Les constructions de ce chapitre pro-
viennent de [3].
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Dans les B-automates hiérarchiques, 'utilisation des compteurs est sujette a restriction :
les compteurs sont totalement ordonnés, et incrémenter ou remettre a zéro un compteur ré-
initialise obligatoirement tous les compteurs inférieurs. Formellement, un B-automate est dit
hiérarchique (ou encore hB-automate) si ses compteurs sont de la forme I' = {1,... k},
et les seules actions Hy sur les compteurs sont :

— Ry pour £ =0,...,k, tel que Ry(y) = i s?fygﬁ
€ sinon
(le cas particulier de Rg, méme en l’absence d’un compteur 0, dénote I’action ¢),
r siy</
— ICy pour £ =1,...,k, tel que ICi(y) =<( ic siy=/
€  sinon.

Remarque 5.18. L’une des raisons des bonnes propriétés des conditions hiérarchiques est que
le monoide de stabilisation correspondant est particuliérement simple. Ainsi, considérons
I’application codtyg qui & une séquence

u € {Rg, ICy,...,ICk, Tt}

associe coftitg.
Le monoide de stabilisation correspondant est le suivant (il est aussi décrit précisément
par Kirsten, mais en utilisant une autre terminologie [52]).
— Les éléments sont {0,Rq, IC1,...,ICk, T} (assez naturellement chaque lettre est en-
voyée sur 1’élément de méme nom dans le monoide de stabilisation).
— Le produit - est le maximum pour 'ordre

RoCICGCRoC---C ICL,CRg .
— La stabilisation est donnée par

Rngg pour tout £=0...k,
et ICF=0=0" pourtout £=1...k.

— Enfin, U'ordre est total :
0<ICL<ICh_1<--<ICI<BRy<Ri<---<RBRg.

L’objet résultant est un monoide de stabilisation qui reconnait la fonction codtys (en utili-
sant 'idéal {0}). L’une des caractéristiques remarquables de ce monoide de stabilisation est
d’étre totalement ordonné (cela dit, d’autres ordres conviennent). Cette propriété joue un
role important dans les propriétés des automates correspondant. Si l’on compare ce monoide
de stabilisation & celui pour k£ compteurs non-hiérarchiques, il est exponentiellement plus
succinct, et en particulier il est linéaire dans le nombre de compteurs. Cette autre propriété
participe également des bonnes propriétés algorithmiques de des B-automates (par exemple,
le probléme de la divergence est polynomial alors qu’il est exponentiel pour les B-automates
généraux).
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Ce qui justifie 'introduction des B-automates hiérarchiques est que les B-automates et
les B-automates hiérarchiques sont équivalents. Ce résultat était présent dans [25] et en fait,
exprimé differemment, dans [7]. La preuve donnée ici provient de [33]

Théoréme 5.19 (|7],[33]). Les B-automates hiérarchiques sont ~-équivalents aux B-automates.
De plus, cette traduction préserve le nombre de compteurs, ainsi que I’éventuel déterminisme
de l'automate en entrée.

La démonstration présente dans [7]| utilise une traduction en expression B-rationnelle
et procéde ensuite de manipulations syntaxiques de ces expressions. La démonstration que
nous donnons ici [33], est beaucoup plus simple, a une meilleur complexité, et préserve en
plus le déterminisme de 'automate en entrée. Il s’agit en fait de réutiliser une élégante
construction classiquement utilisée pour les automates sur les mots et les arbres infinis,
Penregistrement de derniére occurrence («last appearance record). Cette technique permet
de transformer les conditions de Miiller, de Streett ou de Rabin en conditions de parité.
McNaughton fut le premier & considérer ce type de constructions.

Fixons un ensemble de compteurs I'. La premiére étape consiste & construire un auto-
mate déterministe qui essentiellement lit en entrée une séquence d’action sur les compteurs
de T, et calcule son colt en utilisant une condition hiérarchisée. Ainsi, nous construisons
un automate déterministe LA R sur 'alphabet Ar tel que :

LARy =~ coilg , (5.1)

c.-a-d. qui accepte la fonction de coiit correspondant & la condition d’acceptation de I'au-
tomate. Soit k = |I'|. Nous définissons LARr comme suit :
— les états sont des permutations de I', c.-a-d. des bijections de {1,...,k} sur T,
I’alphabet en entrée est Ar,
— les compteurs sont {1,...,k},
— la transition depuis I’état 7, en lisant la lettre t € Ar = {e,ic,r}!" en entrée est
construite comme suit. Posons :

i =max{l : t(r({)) =ic} et r=max{l¢ : t(r({)) =r}

(7 et 7 ont pour valeur 0 si le maximum s’effectue sur une ensemble vide). La transition

issue de 7 en lisant ¢ en entrée est alors :

— (m,t,IC;, @) sii > r,

— (m,t,R, ) sinon (et en particulier, (m,¢,Ro,7’) si i =r = 0).

ou 7’ est obtenu de 7w en mettant les compteurs v tels que t(vy) = r en téte de la

permutation, et en laissant les autres ordres relatifs inchangés.
Afin d’établir (5.1), il s’agit d’observer I’évolution de la position d’'un compteur dans les
permutations successives produites par une exécution de LARp. Pour cela, nous parlerons
de l'indice d’un compteur v dans une permutation 7 pour signifier I'unique indice %
tel que (i) = . Le lemme suivant décrit comment 'indice d’un compteur est susceptible
d’évoluer.
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Lemme 5.20. Considérons une transition (w,t,h,7’) de LARy et un compteur v d’indice
1 dans 7 et d’indice i dans 7', alors :
- sit(y) #x alorsi <7,
~ sit(y) #r alors i < i’ si et seulement s’il existe v d’indice dans w supérieur a i tel
que t(i') = r.

Démonstration. Au cas par cas. CQFD

Lemme 5.21. Siu est une séquence d’incréments hiérarchisés de longueur n*, alors cotit(u) >
n.

Démonstration. Montrons par récurrence sur £ que toute séquence d’incréments hiérarchisés
ne touchant qu’aux compteurs inférieurs ou égaux a £ et de longueur au moins n! a un coit
au moins égal & n. Pour k£ = 0, la propriété est vérifiée car la longueur de la séquence
est nécessairement nulle. Sinon, la séquence u s’écrit comme ugICguq ... ICgu,, ou les u;’s
ne contiennent pas d’incréments de k. Si I'un des u;’s a une taille au moins égale a nF—1,
I'hypothése de récurrence permet de conclure. Sinon, n* < |u| = |ug| + |ur| + - - + Jug| +
I <k 10 +1) =1 < nF~1 11 s’ensuit que £ > n, et la séquence est donc de coiit au
moins n. CQFD

Nous pouvons maintenant établir la correction de la construction, c.-a-d. (5.1).
Lemme 5.22. Pour tout u € A¥,
cotit(u) ~o LARr(u)
ot a(n) = k(n +1)F — 1.

Démonstration. Fixons une exécution p de LARyp (sur un mot u € A}). Soit n = codt(p).
Cela veut dire qu’il existe un facteur p’ de p et £ € {1,...,k} tel que dans p’ (a) IC,
est effectué n fois, et (b) toutes les autres actions IC,, et Ry, s telles que m < £. D’apres
le lemme 5.20, le compteur 7(m) reste donc inchangé dans p’. Il s’ensuit que 7(m) est
incrémenté n fois dans p’. D’ou codt(u) > n. Ainsi, nous avons prouvé que LARp(u) <
colt(u).

Réciproquement, supposons que codt(u) > kn¥, cela veut dire qu’il y a un facteur p’ de
p et un compteur v tel que 7 est incrémenté kn* fois dans p/, sans jamais étre remis a 0.
D’aprés le Lemme 5.20, I'indice de v ne peut qu’augmenter dans p’. Cela signifie qu’il existe
un facteur p” de p’ dans lequel v conserve le méme indice en étant incrémenté n* fois. Au
cours de p aucun Ry pour £ > k n’est effectué, et au moins n” incréments hiérarchisés IC,
pour ¢ > k sont effectués. Par le lemme 5.21, on obtient codt(p’) > n, et par conséquent
LARr(u) > n . On en déduit que :

cott(u) <o LARr(u) pour a(n) = k(n+1)F —1.

CQFD
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Il s’agit maintenant de répondre au probléme original, c.-a-d. de transformer un B-
automate en B-automate hiérarchique. L’idée est de composer cette automate a ’automate
LAR, celui-ci étant chargé de traduire la condition B en condition hB. La construction est
en fait une composition de transducteurs.

Formellement, étant donné un B-automate A = (Q, A, I, F,T',A), et soit LARp =
(P, Ar, Hy, 6), nous construisons U'automate A" = (Q x P, A, I X P, F x P, Hy, A"} tel que :

A" ={((¢,p),a,h,(d,p)) : (g,a,m,q) €A, (p,m,h,p)€b}.

L’automate hiérarchique A’ est ~-équivalent a A. En fait, nous verrons des versions beau-
coup plus élaborées de ce type de construction lors de la partie III et plus précisément au
cours de la section 7.7.

Cette construction achéve la preuve du théoréme 5.19.

5.5 Equivalence avec les expressions B-rationnelles

Un autre résultat fondateur des langages réguliers est ’équivalence avec les expressions
rationnelles. La encore des résultats similaires sont possibles dans le cadre des automates a
cotit. Nous présentons les notions concernées dans cette section.

Une expression B-rationnelle (ou B-expression) respecte la syntaxe suivante :

E:= ¢ | a | E+FE | E-E | E* | EB.

La sémantique [e] d’une expression réguliére e est une application de A* dans N U {oco}
définie par induction en associant & chaque mot w :

[E]s = inf{n : E[< n]},

ot E[< n| représente le langage obtenu en évaluant I’expression rationnelle E en interprétant
chacun des opérateurs L? comme L=" avec

LS ={uy...up : k<m, uy,...,up €L} .

Exemple 5.23. Sur 'alphabet {a,b},
~ [aP]s(u) est |u| siu € a*, et oo sinon,

= [0*(ab*) "6 = Jula.
Théoréme 5.24. Les expressions B-rationnelles sont ~-équivalentes avec les B-automates.

Idée. Des B-automates vers les B-expressions. Sans perte de généralité, nous partons d’un
B-automate hiérarchique A. La preuve s’effectue par récurrence sur le nombre de tran-
sitions de 'automate. Le cas de base est celui d’'un automate sans transition. Deux cas
sont possibles. S’il existe un état a la fois initial et final, la fonction acceptée est [¢]
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sinon, il s’agit de [@]. Supposons maintenante que l’automate contienne une transition,
et considérons en particulier une (p,a,h,q) dont Paction h est maximale pour l'ordre
Ro C IC; C Ry < .... Soient A} p, A7, Ay, et A ;o les automates obtenus de A en
enlevant la transition (p,a,h,q), et en choisissant I ou {q} comme états initiaux, et F
ou {p} comme états finaux en concordance avec I'indice de 'automate. Par hypothése d’in-
duction, il existe des B-expressions correspondantes, nommément Ej p, By, By, et By p.
Nous posons maintenant :

5 {E}F + E}pa(E;’pa)BE(’LF si h est de la forme ICy
Ej g+ E7 a(Ey ,a) E) p sinon
Il est aisé¢ de montrer que [E] ~ [A].

Des expressions B-rationnelles vers les B-automates. La preuve est par récurrence sur la
B-expression. La construction est particuliérement simple en s’autorisant les e-transitions.
Le cas le plus intéressant correspond a une expression de la forme E?. Dans ce cas, nous
appliquons I’hypotheése de récurrence afin d’obtenir un automate A qui calcule une fonction
équivalente a [E]. Nous construisons alors le nouvel automate A" & partir de A comme
suit :

— ajouter un état initial et final isolé,

— ajouter un nouveau compteur 7 (la construction peut étre améliorée en choisissant

un compteur v déja existant, pourvu que celui-ci ne soit jamais remis a 0 dans A),
— ajouter pour tout état initial g et tout état final p une nouvelle transition (p, €, ICy, q),
ou IC, met a 0 tous les compteurs, sauf v auquel I'action ic est attribuée.
Dans le cas d’une expression E* la méme construction est utilisée, a la différence prés qu’au-
cun compteur n’est ajouté, et que les transitions rajoutées remettent tous les compteurs a
zéro. La encore, il est possible de montrer que cette construction traduit une B-expression
en un B-automate (en fait, hiérarchique) calculant la méme fonction de cott. CQFD

5.6 Les S-automates

Nous présentons maintenant la forme duale d’automate : les S-automates. Ces automates
sont toujours des automates non-déterministes & état fini, possédant des états initiaux et
finaux ainsi qu'un ensemble fini de compteurs. Les actions élémentaires restent i (incré-
ment), r (remise a zéro), et c (test), et les valeurs prises par les compteurs évoluent suivant
les mémes régles que pour les B-automates. Deux différences les séparent des B-automates.
Tout d’abord, les actions élémentaires sont associées différemment : les actions utilisées par
Pautomate sont maintenant €, i, r et cr (au lieu de ¢, ic et r). Ensuite, 'automate cal-
cule maintenant le maximum sur toutes les exécutions acceptantes du minimum des valeurs
observées au cours de 'exécution.

Formellement, étant donné ’ensemble des compteurs I', et une séquence u € {¢,1,r,c},
C(u) dénote (comme précédemment) 'ensemble des valeurs testées pendant 'exécution de
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u. Nous posons,
cotits(u) = inf C(u) .

L& encore, coits est naturellement étendu aux exécutions de maniére naturelle. Etant donné
un S-automate A, et un mot u, posons

[A]s(u) = sup{coits(c) : o exécution acceptante sur u} .

Une derniére caractéristiques est que 1’on autorise les automates a effectuer a la fin du mot
une action sur les compteurs. Le formalisme des jeux introduira des notations consistantes
pour ce type de phénoménes.

Exemple 5.25. Nous ne donnerons qu’un seul exemple de S-automate.

a,b:e a,b:e

Cet automate compte la taille du plus long block de lettres a consécutives suivi d’une
occurrence de b.

Sans nous attarder plus sur cet objet, précisons que, comme dans le cas des B-automates,
un certain nombre de constructions sont simples & établir sur les S-automates.

Proposition 5.26. Les fonctions calculées par les S-automates sont closes sous min, max
et sup-projection.

Remarquons en particulier qu’il était élémentaire d’effectuer I'inf-projection sur les B-
atomates. Cette opération devient trés délicate pour les S-automate, et nécessite d’étre
considérée modulo ~. Pour les S-automates, dont la sémantique est duale, la situation est
inversée. Il est trés simple d’effectuer une sup-projection, alors que l'inf-projection devient
délicate, et ne peut étre envisagée que modulo ~.

Les S-automates seront redéfinis, et utilisés dans la partie sur les arbres.

5.7 Les résultats centraux d’équivalence

Nous avons présenté jusqu’a présent les B-automates en nous concentrant sur les résultats
simples & obtenir. Le point crucial est de comparer les fonctions qu’ils calculent aux autres
modeéles présentés dans ce document. Nous avons vu que les B-automates se traduisaient
naturellement en logique monadique de cott (proposition 5.7). En fait, il en va de méme pour
les S-automates. Comme nous avons vu au chapitre précédent, les fonctions définissables en
logique monadique de coiit sur les mots sont reconnaissables par monoides de stabilisation.
Afin de clore ces cercles d’équivalence, il ne nous manque que le résultat suivant.
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Proposition 5.27. Les fonctions de cott reconnaissables sont acceptées par B-automates
et par S-automates.

Idée. Nous ne donnons une description de cette preuve que pour les B-automates (le cas
dual étant similaire). En fait, plus précisément, nous montrons comment traduire une fonc-
tion reconnaissable de cotit en expression B-rationnelle. Considérons donc une fonction de
colit reconnue par M, h, I. Il s’agit de construire une expression B-rationnelle E' telle que
[E](u) < n (ot de maniére équivalente u € E[< n]) si et seulement s’il existe un n-sous-
calcul sur h(u) de hauteur au plus 3|M| et de valeur dans M \ I. Bien entendu, une telle
expression accepte [M, h, I et il s’agit par définition de la fonction de coiit reconnue
par M, h, I.

La construction s’effectue naturellement par récurrence sur la hauteur du sous-calcul.
Il s’agit de construire, par récurrence sur ’entier ¢ et pour tout a € M une expression
B-rationnelle F, , telle que pour tout mot u,

L5

u € F,[< n] si et seulement s'il existe un n-sous-calcul sur h(u) de hauteur au
plus ¢ et de valeur > a.

Les régles de constructions récurrentes sont alors trés naturelles. Le cas de la hauteur
¢ =0 (il est classique de prendre la convention que les arbres restreints aux feuilles sont de
hauteur 0) est naturellement :

Ea’() = Z C.

ceA, h(c)>a

Pour ¢ > 0, 'expression s’écrit :

Ea7g+1 = Ea,g + Z Elthb’g + Z Efg + Z E; .

a<b-c a<le=e-e a<el, e=e-e

La preuve de correction s’obtient directement en déroulant les définitions. Ainsi, le premier

terme correspond aux sous-calculs de hauteur au plus ¢, le second au sous-calculs dont

la racine est un nceud binaire, le troisiéme aux sous-calculs dans la racine est un nceud

idempotent (le degré ne doit pas excéder n, et pour cette raison ’exposant est B) et enfin

le dernier terme produit des sous-calculs dont la racine est soit un nceud de stabilisation

soit un noeud idempotent (I’expression est incapable de distinguer ces deux cas).
L’expression B-rationnelle finale est alors simplement

E: Z Ea,S‘M| .
aceM\I

CQFD

A ce stade, nous avons montré que tous les formalismes vus jusqu’a présent étaient effec-
tivement équivalents : logique monadique de cofit, monoides de stabilisation, B-automates
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(hiérarchiques ou non), S-automates et expressions B-réguliéres. Nous avons passé sous si-
lence la notion d’expression S-réguliére. Nous verrons aussi que les formes d’automates
alternants sont également équivalent, au cours de la partie suivante, ainsi que la notion de
déterminisme en histoire, elle aussi permettant d’obtenir des automates équivalents.

Si nous ne retenons de la proposition 5.27 que sa conséquence sur les automates, nous
obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 5.28 (dualité). Une fonction de codt est acceptée par un B-automate si et
seulement si elle est acceptée par un S-automate.

Ce théoreéme est celui qu’il conviendra d’étendre aux arbres. Il correspond & un résultat
de complémentation. En effet, considérons I’équivalence ci-dessus pour les automates sans
compteurs, c.-a-d. les automates non-déterministes habituels. Alors le théoréme se reformule
en «les automates non-déterministes de mots finis sont clos sous complément.»

5.8 Le cas des mots infinis

Le cas des arbres infinis sera développé au cours de la partie suivante. De nouvelles tech-
niques permettant de travailler avec les automates seront alors présentées. En particulier,
les notations seront modifiées et rendues plus précises.

Nous ne donnons ici que quelques idées trés superficielles du cas des mots de longueur
w, et plus précisément, pourquoi, tout ce qui a été raconté dans ce chapitre se transfére sans
modification au cas des mots infinis. Nous ne traitons que le cas des automates de B-Buchi,
c’est a dire des automates qui sont la combinaison naturelle des B-automates présentés
ci-dessus, et des automates de Biichi.

Un automate de B-Biichi a une définition identique & celle d’'un B-automate si ce
n’est que l'ensemble d’états finaux F' est remplacé par un ensemble d’états de Biichi B.
Une exécution (de longueur w) se définit comme dans le cas des mots finis. Une exécution
est dite acceptante si elle part de ’état initial et rencontre infiniment souvent un état de
I’ensemble B. Le reste des définitions est identique, & commencer par la signification de
[A]s, ot A est un automate de B-Biichi.

Des expressions w-B-rationnelles s’obtiennent également naturellement des expres-
sions B-réguliére en autorisant la construction supplémentaire E“ qui itére une infinité de
fois I’expression E.

Exemple 5.29. Considérons par exemple sur l'alphabet {a,b} la fonction qui a chaque
mot associe
— la valeur oo si il n'y a qu’un nombre fini d’occurrences de b,
— sinon le plus petit n tel qu’infiniment souvent un segment maximal de a consécutifs
a une longueur au plus n (il se peut que n soit aussi infini dans ce cas).



90 CHAPITRE 5. LES AUTOMATES A COUT

Cette fonction se décrit tres simplement au moyen de la expression w-B-rationnelle suivante :
E = ((a +b)*baPb)* .

Cette expression décompose le mot en une infinité de facteurs satisfaisants (a + b)*ba®”b,
c’est a dire qu’elle trouve une infinité de facteurs disjoints dans le mots de ba®b ce qui
revient & trouver infiniment souvent un petit segment de a consécutifs.

Un automate de B-Biichi pour cette fonction se décrit comme suit.

La convention est ici de représenter les états de Biichi par un double cercle.
La théorie se prolonge naturellement au cas des w-mots.

Proposition 5.30. Les fonctions de cott sur les mots infinis les propriétés suivantes sont
équivalentes

— étre reconnaissable par algébre de Wilke de stabilisation,

— étre définissable en logique monadique de coft,

— étre accepté par un w-B-automate,

— étre décrit par une expression w-B-rationnelle.

En fait, les constructions restent les mémes.



Chapitre 6

Caractérisation de propriétés

Une belle page de la théorie des langages concerne la caractérisation (si possible ef-
fective) de familles de langages réguliers. Elle a été ouverte par Schiitzenberger quand il
caractérisa les langages rationnels exprimables par des expressions réguliéres sans étoile
(avec complément) comme ceux dont le monoide syntaxique est apériodique [93]. Cette ca-
ractérisation fut complétée ultérieurement par McNaughton et Papert [72], ainsi que, dans
une optique différente, par Kamp [50].

Au cours de ce bref chapitre, nous allons présenter quelques résultats de caractérisation
comparables concernant les fonctions réguliéres de colit. Nous commencons par introduire
une notion de monoide de stabilisation syntaxique (section 6.1) qui est un outil important
pour les résultats de caractérisations. La section 6.2 traite de la classe temporelle, c’est a
dire la classe des fonctions de cotit dont la sémantique a été restreinte pour ne mesurer que
les intervalles. La section 6.3 traite de la classe apériodique, qui est le pendant du résultat
de Schiitzenberger-McNaughton-Papert-Kamp pour les fonctions de coiit. La section 6.4
conclut en présentant quelques questions ouvertes.

Ces résultats sont dus a Denis Kuperberg et sont détaillés dans son document de thése

[59]-

6.1 Le monoide de stabilisation syntaxique

Un prérequis pour bon nombre de résultats de caractérisations est de disposer d’un bon
objet & analyser. Souvent, dans le cas des langages, il s’agit d’analyser le monoide ou le
semigroupe syntaxique du langage (ce n’est pas toujours le cas, et certains résultats reposent
sur d’autres descriptions des langages). Cet objet est le pendant de 'automate déterministe
minimal, dans le cadre des monoides. Il s’agit du plus petit monoide (ou semigroupe) qui
permette de reconnaitre le langage. Nous suivons la méme approche dans le cadre des
fonctions réguliéres de cotit sur les mots finis, et nous introduisons une notion de monoide
de stabilisation syntaxique. Précisons bien «une» car il existe plusieurs maniéres de donner

91
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une telle définition, qui ne sont pas toutes équivalentes en général, mais le sont dans le cas
des fonctions réguliéres de cotit. La situation est similaire & celle des algébres de Wilke.

Quelques définitions nous seront utiles pour définir le monoide de stabilisation syn-
taxique d’une fonction. Un f-contexte C est une f-expression avec un «trouy». Nous no-
terons C[E], ou E est une f-expression la f-expression obtenue de C' en insérant F dans
le trou. Considérons une fonction de colit f sur 'alphabet A, et une f-expression F sur
A. On dira que f est bornée sur E s’il existe un entier k& > 0 tel que f est bornée sur
Dépliages™ (E, k). Remarquons que si f est bornée sur Dépliages™ (E, k), alors elle I’est aussi
sur Dépliages™ (F, k') pour tout k' multiple de k. Une maniére simple détablir ce fait est de
simplement remarquer que Dépliages™ (E, k') C Dépliages™ (E, k). Cet argument d’inclusion
sera largement réutilisé.

Etant donné une fonction de cott f sur Palphabet A, définissons la relation de préordre
<y sur I'ensemble des f-expressions sur A par :

E<;F si pour tout f-contexte C,
f bornée sur C[E] implique f bornée sur C[F].

Le préordre <; est appelé la congruence syntaxique de f. La relation d’équivalence
correspondante, < N >, est notée =;.

Lemme 6.1. Si f est reconnue par M, h,I ou M = (M,-,<,#), alors pour toutes f-
expressions B, F sur A,

valeur(h(E)) < valeur(h(F)) implique E <; F .

Démonstration. Considérons un f-contexte C. Supposons que f est bornée sur C[E], c.-a-d.
qu’il existe k tel que f est bornée sur Dépliages™ (C[E], k). Cela reste en particulier vrai pour
un &k multiple de |M|!. La proposition 4.25 nous enseigne alors que valeur(h(C[E])) & I.
En utilisant I'hypothése que valeur(h(E)) < wvaleur(h(F)), on obtient valeur(h(C[E])) <
valeur(h(C[F])) et donc valeur(h(C[FY])) ¢ I. Par la proposition 4.25, il s’ensuit que f est
bornée sur Dépliages™ (C[F), k), c.-a-d. que f est bornée sur F. CQFD

Corollaire 6.2. Si f est reconnaissable par monoide de stabilisation ", = est d'index fini.

Le lemme suivant montre que les f-expressions quotientées par =y, équipées de 'ordre
<¢, possédent toutes les propriétés d’un monoide de stabilisation (si ce n’est celle d’étre
fini, en général).

Lemme 6.3. Pour toutes §-expressions E, F,G, E', F' et toute fonction de coit f,

1. si E <; F, alors D[E] <y D[F] pour tout §-contexte D.

2. st E<y E'" et F <; F', alors EF <; E'F’,

1. Rappelons que par définition, les monoides de stabilisation sont finis.
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si B <y F, B <; F“%

(EF)G =; E(FG)

(EF)*E =; E(FE)“t,

si EE =5 E (on dira que E est idempotent), E«t <;FE,
si E est idempotent, E“*E =y E«t

si E est idempotent, (E“%)*F =; B«

ST R R

Démonstration. Dans la suite, C désigne un f-contexte arbitraire.

1. Supposons que E <y F. Si f est bornée sur C[D[E]], alors f est bornée sur C[D[F]],
simplement en considérant C[D[]] comme un f-contexte. Ainsi, D[E] <; D[F].

2. En utilisant deux fois le cas précédent, EF <; E'F <; E'F"'.

3. Conséquence directe du premier item.

4. Pour tout k, Dépliages™ (C[E(FG)], k) = Dépliages™ (C[(EF)G], k). Ainsi, si f est
bornée sur 'un de ces ensembles, elle ’est aussi sur 'autre.

5. Idem : Dépliages™ (C[(EF)“*E], k) = Dépliages™ (C[E(FE)“¥], k).

6. Supposons FE = E, et supposons que f est bornée sur C [Ewﬁ]. Cela signifie qu’il
existe un entier k tel que f est bornée sur Dépliages™ (C[E“¥], k). Or Dépliages™ (C[E“¥], k) C
Dépliages™ (C[E*], k). 11 s’ensuit que f est bornée sur C[E*], et donc sur C[E] car EF = E
(obtenu en appliquant k — 1 fois le premier item swEE =; E).

7. Similairement, si E est idempotent, supposons pour commencer que f est bornée sur
C[E*!]. Cela signifie qu’il existe un entier k tel que f est bornée sur Dépliages™ (C[E“¥], k).
Comme Dépliages™ (C[EFE“!], k) C Dépliagest (C[E“!],k), on obtient que f est bornée
sur C[E¥E“%], et donc sur C[EE“#] (car E¥ =; E, cf. preuve du cas précédent). Pour
I’autre direction, si f est bornée sur C[EE“¥], il existe un entier k tel que f est bornée sur
Dépliages™ (C[EE“#], k). Il s’ensuit que f est bornée sur C[E* E“#]. Or Dépliages™ (C[E“!], 2k) C
Dépliages™ (C[E*E“¥], k). Donc f est bornée sur C[E“*#]. Ainsi BE“* =; E“*.

8. 11 suffit de montrer que E¥# < f (E‘*’ﬁ)wﬁ. Supposons que f est bornée sur E“¥. Il existe
k tel que f est bornée sur Dépliages™ (E“%, k). Or Dépliages™ ((E“#)“%, k) C Dépliages™ (E“¥, k).
Donc f est bornée sur (E«#)“f,

CQFD

Etant donnée une fonction de cott sur I’alphabet A, définissons son semigroupe de
stabilisation syntaxique par :

— Les éléments sont les classes d’équivalences de f-expressions pour =y.

— L’ordre est <;.

— Comme <; est une congruence, les opérations de produit et de stabilisation sont

définies de maniére canonique.

Si Pon autorise I'utilisation de € dans les f-expressions, alors ’objet ainsi construit est le
monoide de stabilisation syntaxique. Le semigroupe de stabilisation syntaxique de f
est dénoté S(f), et le monoide de stabilisation syntaxique de f, M(f).



94 CHAPITRE 6. CARACTERISATION DE PROPRIETES

D’aprés le lemme 6.3, toutes les propriétés requises par un semigroupe de stabilisation
(resp. un monoide de stabilisation) sont satisfaites par le «semigroupe de stabilisation syn-
taxique» (resp. par le monoide de stabilisation syntaxique), si ce n’est la propriété d’étre fini.
Le lemme 6.1 énonce que si la fonction f est reconnaissable, alors le semigroupe/monoide
de stabilisation syntaxique est lui méme fini.

Lemme 6.4. Si f est reconnue par M, h, I, alors :
— M(f) est un quotient d’un sous-monoide de stabilisation de M,
- M(f), h, I reconnait f, o h envoie chaque lettre a sur la §-expression a, et I contient
les t-expressions E telles que f n’est pas bornée sur E.

Nous n’établissons pas cet énoncé trés classique.

Lemme 6.5. Etant donnée une fonction de codt reconnaissable par monoide de stabilisa-
tion, son monoide de stabilisation syntarique est calculable.

La encore, il s’agit de techniques trés classiques. 1l s’agit de ne garder que les éléments ac-
cessibles a partir des lettres par produit et stabilisation, puis de quotienter par la congruence
la plus grossiére qui soit compatible avec 1'idéal. Cette procédure est polynomiale.

6.2 Fragment temporel

Le premier résultat de caractérisation connu pour les fonction réguliéres de cotlit concerne
la classe temporelle. Cette notion n’a pas d’équivalents dans le cas des langages. Elle consiste
a restreindre la possibilité de mesurer le nombre d’occurrences d’événements & des sé-
quence d’événements consécutifs. Nous allons donner plusieurs caractérisations équivalentes
de cette classe, dont 'une est effective. Ces travaux sont le résultat d’une collaboration avec
Denis Kuperberg et Sylvain Lombardy [30].

La premiére définition de cette classe est une variante de la logique monadique de
colit, qui s’applique aux mots. La logique monadique de cotlit temporelle s’obtient
en autorisant dans la logique monadique de cotit la possibilité d’utiliser positivement le
prédicat |y — x| < N en lieu et place de |X| < N. La signification de ce prédicat est de
tester que la distance entre x et y est au plus N. Il s’agit d’'un fragment de la logique
monadique de cott puisque |y — x| < N revient a tester que l'intervalle minimal contenant
x et y est de longueur au plus NV + 1, et cet intervalle se définit en logique monadique.

Exemple 6.6. La formule suivante énonce que tous les intervalles consécutifs de a ont une
longueur d’au plus N — 1 :

VaVy (e <y)AVzax <z<y—a(z) = |ly—z| <N .

C’est a dire que cette formule définit la fonction qui & a™0ba™ ... ba"* associe max(0,ng —
1,...,n —1) (o, & =~ prés, max(ng,...,ng))-
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Nous verrons que toutes les fonctions de cofit sur les mots finis ne peuvent étre décrites
par ce moyen. De tels résultats, méme s’il peuvent étre établis directement, seront des
conséquences trés directes des résultats de caractérisation qui seront présentés au cours
de cette section. En particulier, la fonction de cotit qui & u € {a,b}* associe le nombre
d’occurrences de la lettre a ne peut étre décrite par ce fragment logique. Informellement,
la capacité de mesurer la taille d’intervalles ne semble pas aider & compter le nombre
d’occurrences de la lettre a, sachant que ces lettres peuvent se trouver a des distances
extrémement grandes les unes des autres. Nous verrons ce cas au cours de ’exemple 6.7.

Notre deuxiéme définition de la classe temporelle est algébrique. Il s’agit de restreindre
les semigroupes. Remarquons ici 'usage du semigroupe plutoét que du monoide. Cela pro-
vient du fait que pour cette classe, le mot vide ne joue pas un role similaire aux lettres.

Nous dirons qu’un idempotent e d’un semigroupe de stabilisation est stable si ef = e.
Intuitivement, un élément est stable si le semigroupe ne compte pas le nombre d’itérations
de cet élément. En effet, itérer un petit nombre de e, ce qui produit la valeur e, est indis-
tinguable d’un grand nombre d’itérations de cet élément, ce qui produit e?. Un semigroupe
de stabilisation est temporel si :

pour tous idempotents e et e - x, si e est stable, e - x ’est aussi.

Informellement, cela signifie que si I'on s’intéresse & compter le nombre d’occurrences de
e - x, alors il est obligatoire de compter le nombre de e.

Exemple 6.7. L’exemple 4.6 correspond a la fonction qui calcule la plus grande longueur
d’un segment de a consécutifs. Pour voir cet exemple comme un semigroupe, il convient
de se restreindre a I’ensemble des éléments qui sont engendrés par 'image des lettres, c.-
a-d. dans notre cas {a,b}. En particulier, cela élimine I’élément neutre 1. Il nous reste le
semigroupe suivant.

S o2

S Qg
o o o o
o o olo
O = Olax

Ce semigroupe de stabilisation est temporel. En effet, a est le seul idempotent instable, et
il ne s’écrit ni b- x ni 0 - x pour aucun z.

Considérons maintenant ’exemple 4.4 qui compte le nombre d’occurrences de la lettre
a, et voyons-le comme un semigroupe. Cette fois-ci, se restreindre aux éléments engendrés
par les lettres {a,b} n’élimine aucun élément. Le semigroupe est donc défini par la table
suivante.

oS Q@ o

O T~
S 2 Qg
o O Ol
O O =
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Ce semigroupe de stabilisation n’est pas temporel car b est stable, alors que a = a - b ne
I’est pas. Cela s’interpréte comme : ce monoide compte les occurrences de la lettre a, mais
ne s’intéresse pas aux itérations de b qui peuvent les séparer.

Notre derniére caractérisation est en termes d’automates. Dans ce cas, forcer le modéle
a ne compter que des événements consécutifs est trés simple. Il suffit d’interdire I’action e.
Cela donne la définition suivantes. Un B-automate est temporel s’il n’utilise que les actions
ic et r. Un S-automate est temporel s’il n’utilise que les actions i et cr. Les B-automates
temporels & un compteur correspondent exactement aux automates de désert introduits
indépendamment par Bala et Kirsten |1, 51].

Toutes ces caractérisations sont réunies au sein du théoréme suivant.

Théoréme 6.8 ([30]). Pour une fonction reconnaissable de cott sur le mots, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

— étre définissable en logique monadique de codt temporelle,

— posséder un semigroupe syntaxique temporel,

— étre reconnu par un semigroupe temporel,

— étre reconnu par un B-automate temporel,

— étre reconnu par un B-automate temporel a un compteur,

— étre reconnu par un S-automate temporel,

— étre reconnu par un S-automate temporel a un compteur.
De plus, ces équivalences sont effectives et la classe est décidable.

En fait, les techniques développées dans [30] sont plus informatives, et permettent de
prouver la décidabilité de la domination entre formules de la logique monadique temporelle
sans passer par la théorie compléte des fonctions réguliéres de coiit. Remarquons finalement
que ce fragment des fonctions réguliéres de coiit contient toutes les fonctions caractéristiques
des langages réguliers. En ce sens, cette classe n’a aucun équivalent dans la théorie des
langages réguliers.

6.3 Fragment apériodique

Comme nous ’avons mentionné au cours de I'introduction de ce chapitre, le résultat de
caractérisation du fragment apériodique des langages réguliers est le résultat qui a initié
I’étude de classes particuliéres de langages réguliers. Dans cette section nous montrons les
résulats connus concernant la classe apériodique correspondante pour les fonctions réguliéres
de coiit. Ces travaux ont été menés par Denis Kuperberg au cours de sa thése [58, 59].

Rappelons tout d’abord le fameux résultat de Schiitzenberger-McNaugthon-Papert, que
nous avons étendu par le résultat de Kamp qui caractérise la classe au moyen de la logique
temporelle.

Théoréme 6.9 ([93, 72, 50]). Pour un langage régulier de mots finis, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
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— étre définissable en logique du premier ordre,

— étre définissable par une expression rationnelle sans étoile (formée a partir des lan-
gages finis en utilisant la concaténation, ['union, et la complémentation),

— est reconnaissable par un monoide apériodique, c.-a-d. que pour tout élément x, il
existe un entier n tel que ™1

— avoir un monoide syntazrique apériodique,

— étre reconnaissable par un monoide groupe-trivial, c.-a-d. dont tous les sous-monoides
qui sont des groupes sont triviauz,

— avoir un monoide syntazrique groupe-trivial,

— étre définissable en logique temporelle LTL,

— étre reconnu par un automate sans compteur 2,

— avoir un automate déterministe minimal sans compteur.

:x’

Dans cette section, nous présentons les résultats connus concernant la classe de fonctions
réguliéres de colit correspondante. Bien entendu, les définitions de monoides apériodiques
ou groupe-trivial restent identique. Un monoide de stabilisation est apériodique (resp.
groupe-trivial) si le monoide sous-jacent est apériodique (resp. groupe-trivial).

Nous commencons par définir la logique du premier-ordre de coft. Elle se définit
comme la logique du premier ordre, mais augmentée de la nouvelle construction

VN2 o
qui doit apparaitre positivement dans la formule. La construction V<N ¢ signifie que ¢
est vérifiée pour tout z, sauf pour au plus N. Dit différemment, cela signifie que, sur la
structure S d’univers U, et étant donné des valuations v des autres variables libres,

SEVNz o(z,0) si {ueld : SEpu,v)} <N .

Il s’agit bien d’un fragment de la logique monadique de cott puisque V=N z o(z) est équi-
valent a la formule

Y Y|I<NAVzzeY Vo).

La derniére caractérisation de cette classe que nous donnerons est en terme de logique
temporelle. La logique temporelle LTL de cotit posséde la syntaxe suivante :

pu=a | oA | —p | Xp | ¢Up | UM,

oti la construction pUSN doit obligatoirement apparaitre positivement dans la formule.

La signification de la plupart des construction de cette définition est classique. La nouvelle
construction pUSNq) est informellement d’énoncer que «i) est vrai dans le futur, et que

2. Un «compteur» est ici un mot u et deux états p # ¢ tels qu’il existe un chemin étiqueté par u qui va
de p & ¢ et un autre étiqueté par u”* (k> 0) de ¢ a p.
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dans l'intervalle, ¢ est toujours vrai, sauf pour au plus n instants». Nous donnons ici la
sémantique de maniére concise en traduisant toute formule ¢ de la logique LTL de cotit en
une formule de logique du premier-ordre de cott ¢*(z) (celle-ci posséde une unique variable
libre x). Les régles de traduction sont les suivantes :

yy>cs AP (Y AVze<z<y — ¢ (y)

I
W ww

yy>c AP ) AV <2<y — 9" (y)
La encore, tous ces formalismes coincident.

Théoréme 6.10 (|58, 59]). Les propriétés suivantes sont équivalentes pour une fonction
réguliere de codt sur les mots finis :
— étre définissable en logique du premier-ordre de coit,
— étre reconnu par un monoide de stabilisation apériodique, et en particulier, avoir un
monoide de stabilisation syntaxique apériodique,
— étre reconnu par un monoide de stabilisation groupe-trivial, et en particulier, avoir un
monoide de stabilisation syntaxique groupe trivial,
— étre définissable en logique temporelle LTLS.

La contribution de [78] ne s’arréte pas a énoncer ces résultats de caractérisations. Une
traduction simplement exponentielle est donnée par Kuperberg, et Kuperberg et Vanden
Boom ont étendu ces résultats au cas des w-mots [61]. Enfin, Kuperberg donne également
une caractérisation de 'intersection des classes apériodiques et temporelles [59].

6.4 Problémes ouverts

Il existe plusieurs questions ouvertes de caractérisation de classes de fonctions de cofit
réguliéres sur les mots finis. Citons ci-dessous les principales.

Bien entendu, les automates de cotit possédant des compteurs, il est naturel de vouloir
en caractériser le nombre.

Question ouverte 6.11. Est-il possible de décider, étant donnée une fonction réguliére de
cott, si elle est reconnue par un B-automate non-déterministe a k compteurs (respectivement
un S-automate) ?
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Ce que nous savons, c’est qu’étre accepté par un B-automate a k compteurs est équivalent
a étre accepté par un hB-automate & k compteurs (conséquence du théoréme 5.19). Nous
savons également qu’étre accepté par un B-automate sans compteur est équivalent & étre
accepté par un S-automate sans compteur. A part ce fait, il n’y a aucune corrélation entre
les deux paramétres. En effet, il est possible de construire, pour tout 7,7 > 1, une fonction
réguliére de coiit acceptée par un B-automate & ¢ compteurs et un S-automate & j compteurs,
mais par aucun B-automate & ¢ — 1 compteurs ni aucun S-automate & j — 1 compteurs.

La deuxiéme question anticipe sur la suite du document, car elle fait référence a la
classe particuliérement importante des automates déterministes en histoire. Cette notion se
décline en B-automates et en S-automates. Ces automates acceptent, eux aussi, exactement
la classe des fonctions réguliéres de coiit.

Question ouverte 6.12. Est-il possible de décider, étant donnée une fonction réguliére
de cotit, si elle est reconnue par un B-automate déterministe en histoire a k compteurs
(respectivement un S-automate déterministe en histoire) ?

L’une des raisons pour lesquelles ce paramétre semble plus important est mis en évidence
par la conjecture suivante.

Conjecture 6.13. Une fonction réguliére de coit est acceptée par un B-automate déter-
ministe en histoire a k-compteurs, si et seulement si elle est acceptée par un S-automate
déterministe en histoire 4 k-compteurs.

Pour interpréter cette énoncé, il convient de se remémorer la situation des langages
réguliers sur les w-mots, un automate déterministe utilisant une condition de Rabin a k-
paire de Rabin, quand il est complémenté, se transforme en un automate déterministe
utilisant une condition de Streett & k-paire, et vis-versa, simplement en complémentant la
condition d’acceptation. Ce genre de conversions «syntaxiques» est spécifique des automates
déterministes. La situation est différente pour les automates non-déterministes, bien que
cela n’apparaisse pas de maniére trés évidente pour les w-mots, pour lesquels la condition
d’acceptation peut étre radicalement bouleversée par une complémentation. L’opération de
dualité correspondant & la complémentation dans les langages, la conjecture 6.13 énonce
que cette propriété de complémenatation simple reste valable dans le cas des fonctions de
colt.
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Troisiéme partie

Les fonctions réguliéres de cotit sur
les arbres
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Chapitre 7

Jeux et déterminisme en histoire

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux jeux correspondants aux conditions de
gain des automates du chapitre précédent. D’un certain point de vue, ce chapitre peut
étre vu comme une préparation technique avant d’aborder le cas des arbres. Ce n’est que
partiellement vrai. En effet, tout comme dans le cas de la théorie classique, I’étude des jeux
est pertinente & part entiére. En particulier, il est habituel de réduire un probléme de model-
checking symbolique & un jeu qu’il s’agit de résoudre. Bien que l'aspect de vérification de
modeéle avec des fonctions de cofit réguliéres n’a pas encore été abordé, il est d’ores et déja
clair que ces questions seront résolues par des analyses fines des jeux.

Dans ce chapitre, nous présentons également la notion de déterminisme en histoire,
c’est-a~dire une forme affaiblie (sémantique) de déterminisme qui permet de composer les
automates avec les jeux. Cette notion joue également un réle primordial dans I’étude du
cas des arbres.

Beaucoup des travaux de ce chapitre ont été développés en collaboration avec Christof
Loding [31, 33], parfois avec Achim Blumensath (non publié). Enfin, certains résultats ont
été obtenus par Michael Vanden Boom dans le cadre de son étude de la logique monadique
faible [12] qui sera présenté au chapitre 9.

Le chapitre se décompose comme suit. Dans la section 7.1 nous introduisons les jeux
booléens «classiques» et nous listons les conditions de gain booléennes qui nous intéresse-
ront & la section 7.2. La section 7.3 présente le cadre général des «jeux de cofitsy, et la
section 7.4 énumére les conditions quantitatives que nous rencontrerons. A la section 7.5
nous présenterons tous les résultats connus (& ce jour) concernant la structure des stra-
tégies. Enfin, nous verrons a la section 7.6 une nouvelle formalisation des automates de
mots (alternants cette fois) et nous développerons la notion de déterminisme en histoire a
la section 7.7. La section 7.8 utilisera cette notion pour composer les automates entre eux
et avec les jeux. Enfin, la section 7.9 présentera les jeux de domination, qui jouent un roéle
légérement différent dans la théorie, mais qui nous seront utiles par la suite.
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7.1 Les jeux booléens

Dans le cadre des jeux, nous utilisons les mots pour décrire les parties, qui peuvent étre
finies ou infinies. Dans la théorie classique, la méthode habituelle consiste a transformer les
jeux afin que toutes les parties deviennent infinies. Cette astuce permet de faire disparaitre
élégamment un certain nombre de détails techniques. Dans notre cadre, nous ne savons
malheureusement pas résoudre aussi bien les jeux dans le cas infini que dans le cas fini.
Ceci signifie que notre formalisme doit rendre fidélement compte des spécificités des parties
finies, sans faire usage de cette astuce. La spécificité du cas des parties finies est qu’elle
peuvent se terminer, et qu’il peut étre nécessaire de connaitre certaines informations sup-
plémentaires pour déterminer le vainqueur, comme en particulier la position finale du jeu.
Nous capturons ce manque d’information en ajoutant en fin de mot un symbole particulier,
appelé terminateur.

Ainsi, nous appellerons dorénavant un alphabet avec terminateurs A = (A, Ag) un
alphabet consistant en deux sortes : les lettres dans A, d’arité 1, se comportant comme les
lettres d’un alphabet usuel, et les terminateurs dans Ag, d’arité 0, qui ne peuvent étre
utilisés qu’en fin de mot. Un mot avec terminateur sur A est une séquence dans AjAgU

', c’est a dire, soit une séquence finie de lettres d’arité 1 se terminant par un terminateur,
soit un séquence infinie de lettres d’arité 1. L’ensemble des mots avec terminateur est
noté A>. Par opposition, un mot de A] est appelé un mot partiel. En particulier, tout
alphabet, au sens habituel, peut étre vu comme un alphabet avec terminateur, dans lequel
il existe un unique terminateur, [J. Nous utilisons cette notion de mot avec terminateur
dans la suite de ce document. Nous utiliserons 1’alphabet particulier I qui ne posséde
qu’une seule lettre «—», d’arité 1, et aucun terminateur. Sur cet alphabet, il n’est possible
de former qu’un mot seul mot, «————...»

Dorénavant, BT (X) dénote I’ensemble des combinaisons booléennes positives non-triviales
(c.-a-d., différentes de «vrai» ou «faux» ), possiblement infinies (si X est infini), construites
sur les éléments de X. Etant données une formule ¢ € B+(X) et une application h de X
dans B*(Y), nous noterons par

ple  h(z)]

la formule ¢ dans laquelle chaque occurrence d’une variable x dans X est syntaxiquement
remplacée par h(x). Nous dénoterons également par ¥ le dual de ¢, c.-a-d. la formule
¢ dans laquelle disjonctions et conjonctions sont inversées. Pour A C X non vide, \/ A
dénote la disjonction de tous les éléments de A, et A A la conjonction de tous les éléments
de A. Finalement, étant données ¢, ¢’ € BT (X), nous écrirons ¢ = ¢’ pour signifier que
¢’ est une conséquence de ¢ au sens habituel. Ainsi remarquons que pour A, B non vides,
N A = A B siet seulement si B C A. De méme \/ A = \/ B si et seulement si A C B.
Similairement, si A A = \/ B, cela signifie que AN B # ). (Notons enfin que \/ A = A B
signifie que A = B est un singleton. Ce dernier cas n’aura pas 'occasion d’apparaitre.)

Un jeu (booléen) G = (V, vy, M, 5, W) est constitué :
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— d’un ensemble V' de positions,
— d’une position initiale vy € V,
— d’un ensemble de coups M = My W M; ou

MQQVX(COX{J_}
et M1§V><(Cl><V,

ol C est un alphabet avec terminateur, et | est un symbole n’appartenant pas a
V' (Putilisation de ce symbole ne sert qu’a traiter le cas de My et M; de maniére
uniforme). Nous noterons M (v) ’ensemble des coups issus de v pour v € V, c.-a-d.
l’ensemble {(v,a,w) : (v,a,w € M)}. Les coups dans M; sont dits non finaux par
opposition & ceux dans My, dits finaux.
— d’une application de contréle § qui a v € V associe 6(v) € BT (M(v)). (remarquons
que par hypothése, B' ne contient que des combinaisons booléennes non triviales, et
par conséquence M (v) est non vide pour toute position v)
— d’une condition de gain W qui est un ensemble de mots avec terminateurs sur
I’alphabet C.
Un jeu sans condition de gain est appelé une aréne. Notre définition fait la distinction entre
coups finaux et non-finaux. Ce détail technique est nécessaire pour pouvoir développer les
notions dans toute leur généralité.
Un jeu sera dit chronologique s’il est possible de numéroter les sommets par des entiers
tels que tout coups du jeu augmente strictement le numéro.

Exemple 7.1. Les arénes sont représentées comme des graphes :

@)
a  JR

b
[ a b\\:
—>< b/,—D—>

a
\é/
Dans la définition usuelle d'une aréne d(v) est soit la disjonction \/ M (v) soit la conjonction
A\ M (v). Dans le premier cas, la position est dite appartenir au joueur existentiel (Eve) et est
présentée par un cercle (O), et dans le second au joueur universel (Adam) et est présentée
par un carré (L), Dans Pexemple ci-dessus, par exemple, §(r) = (r,a,p) A (1,a,q), et
d(p) = (p,a,r) V (p,b,s). La position initiale (r dans I’exemple ci-dessus) est représentée
par une fleche entrante. Les fleches sortantes représente les coups finaux (étiquetés par des
terminateurs). Dans 'exemple, (s,0, L) est un coup final. Ainsi, d(s) = (s,b,p) A (s,b,q) A
(s,0,L).

Il ne manque a l'aréne ci-dessus q’une condition de gain pour en faire un jeu. Par
exemple, W = (ab™)¥ + (ab™)*0J.
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Le jeu dual G d'un jeu G s’obtient en remplacant la condition de gain par son com-
plémentaire, ainsi que 'application de controle par son dual (ce qui revient & échanger les
positions d’Eve et les positions d’Adam dans le cas classique). Le dual d’un jeu correspond
a échanger le role des deux joueurs. En particulier, nous donnerons dans la suite toutes les
définitions pour le joueur Eve, mais en gardant a 1'esprit que la notion correspondante pour
Adam s’obtient simplement par dualité.

De plus, nous utilisons dans la suite M = (Mj, My) comme un alphabet avec termi-
nateurs. La relation M; équipe les positions d’une structure de graphe étiqueté. C’est en
faisant référence a ce graphe que nous parlerons de cycle, de chemin, etc. ..

Une partie (sur G) est un mot avec terminateur sur M qui forme un chemin d’origine vy
dans le jeu. La sortie Out(m) d’une partie m est le mot avec terminateur sur C obtenu
en projetant m sur sa seconde composante. Une partie est gagnante pour Eve si sa sortie
appartient & W. Sinon, elle est gagnante pour Adam. Un préfixe strict d’une partie est
appelé partie partielle, et sa sortie est définie de maniére similaire.

Il s’agit maintenant de décrire comment se joue un jeu. Une stratégie pour Eve op
est un ensemble de parties (sur G) tel que :

— L’ensemble o est non-vide et topologiquement clos, c’est & dire que pour tout mot
infini 7 = myma ... tel que pour tout i, 71 ...m; € pref(og), alors m appartient a o,
ou pref (og) est 'ensemble des préfixes d'une partie dans of.

— Pour toute partie partielle 7 € pref (o) se terminant en v,

Noelrl = @), (7.1)

ot og|m| est I'ensemble {m € M(v) : mm € pref(og)}, c’est & dire 'ensemble des
coups envisagés par og apreés la partie partielle .

Remarque 7.2. Cette définition correspond au cas classique, ou plus précisément a la notion
de quasi-stratégie. Regardons plus précisément la signification de 'implication logique dans
la définition de la stratégie (7.1). Deux cas peuvent se produire :
~ Si v est une position d’Eve (O), alors 6(v) = \/ M(v), et I'implication (7.1) signifie
Nogl[r] =\ M), c.-a-d. og[m]N M (v) # 0. Ainsi, og[r| peut étre comprise comme
sélectionnant (au moins) un coup de M (v), le coup joué par la stratégie.
— Si v est une position d’Adam (), alors 6(v) = A M (v), et U'implication (7.1) signifie
Noglr] = AM(), c.-a-d. og[r] = M(v). Ainsi, une stratégie pour Eve se doit
d’envisager tous les coups possibles issus de v.

Par dualité, une stratégie pour Adam est un ensemble clos de parties o tel que pour
toute partie partielle m € pref(oa) se terminant a la position v,

sw) = \/oaln].

Lemme 7.3. Tout jeu a au moins une partie. Chaque joueur posséde au moins une stratégie.
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Démonstration. Le seul point pouvant poser probléme serait qu’une position ne soit pas
Iorigine d’un coup. Or, les combinaisons booléennes sont non-triviales par définition, ce qui
interdit ce cas. Ainsi, il est possible de construire une partie par récurrence. La récurrence
débute avec la partie partielle vide (commencant et se terminant en vp). A chaque étape,
un nouveau coup est ajouté (il existe d’apreés la remarque précédente). Ce processus peut se
terminer par la production d’un coup final, formant ainsi une partie finie. Sinon, le processus
se déroule une infinité de fois, produisant une partie infinie.

Du fait de 'existence d’une partie, 'ensemble des parties est non-vide. Il s’agit de plus
d’un ensemble clos, et qui satisfait bien évidemment I'implication (7.1) (car d(v) est différent
de «vrai»). L’ensemble des parties forment donc une stratégie valide pour Eve. CQFD

Il est standard que I'affrontement de deux stratégies produise exactement une partie. Ici,
notre notion de stratégie est plus faible (elle correspond aux quasi-stratégies) et donc 1'af-
frontement de deux stratégies résulte en au moins une partie (non nécessairement unique).

Lemme 7.4. Si op est une stratégie pour Eve et oa est une stratégie pour Adam, alors
OE N oA 75 @

Démonstration. Remarquons que pour toute partie partielles m € pref(og) N pref(oa) se
terminant en v, nous avons

Noelrl = 6w = \/oaln].

Il s’ensuit que og[r] Noalr] # 0. Soit donc m un élément de cette intersection, il satisfait
mm € pref (o) N pref(oa).

En répétant cet argument de prolongation, soit une partie finie est produite, appartenant
a la fois & o et oa, sinon une partie infinie 7 est produite. Comme les stratégies sont
topologiquement closes, de nouveau, 7 appartient a la fois & o et oa. CQFD

Une stratégie gagnante (pour Eve) est une stratégie telle que toutes les parties qui
la composent sont gagnantes (pour Eve). Une conséquence directe du lemme 7.4 est qu'il
est impossible que Eve et Adam aient simultanément une stratégie gagnante. En effet,
supposons que cela soit le cas, alors il existe une partie & la fois dans la stratégie d’Eve
et dans la stratégie d’Adam. Cette partie est soit gagnante pour Eve, soit gagnante pour
Adam. Supposons qu'elle le soit pour Eve, alors cela contredirait le fait que la stratégie
d’Adam est gagnante. Ainsi, au plus un joueur posséde une stratégie gagnante.

La question opposée est la plus intéressante : existe-t-il une stratégie gagnante pour I'un
des joueurs. La réponse est bien connue : en général non. En effet il est possible de construire
(en utilisant I’axiome du choix) une condition de gain W et un jeu (fini) tel qu’aucun des
joueurs n’a de stratégie gagnante. En revanche, pour les jeux de durée finie (toutes les parties
sont finies), 'un des joueurs posséde une stratégie gagnante. Ce résultat s’étend a des cas
plus compliqués. Ainsi, pour des conditions de gain «topologiquement raisonnables», 1’'un
des joueurs a toujours une stratégie gagnante. Il s’agit du fameux théoréme de détermination
borélienne de Martin.
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Théoréme 7.5 (Martin [65]). Dans les jeuz a condition de gain borélienne, l'un des joueurs
a une stratégie gagnante.

Ainsi, pour tout jeu (de condition borélienne), exactement un des joueurs a une stratégie
gagnante. Ce joueur est déclaré vainqueur du jeu. Les jeux utilisés en théorie des automates
utilisent en général des conditions de gain bien particuliéres. Celles que nous utiliserons
sont présentées dans la section suivante.

7.2 Conditions de base et leur mémoire

En théorie des automates, certaines conditions de gain bien particuliéres sont considé-
rées, il s’agit des conditions de Biichi, de parité, de Rabin, de Streett ou de Muller. L’un de
leurs intéréts est que, dans un jeu utilisant ces conditions, il est possible de connaitre avec
précision la mémoire nécessaire pour que le vainqueur du jeu puisse implémenter sa stra-
tégie. Ce paramétre de mémoire est crucial dans I'application de ces jeux aux automates.
Nous présentons ces résultats au cours de ce chapitre.

Fixons tout d’abord les conditions de gain auxquelles nous nous intéresserons, ainsi que
quelques notations.

Condition d’accessibilité Une condition d’accessibilité assure que toutes les parties at-
teignent une position gagnante. Dans notre cas, I’alphabet ne contient qu’une lettre
d’arité 1, «—» et deux lettres d’arité 0, «vrai» et «faux». Les mots gagnants sont
ceux se terminant par vrai. Les autres mots, et en particuliers les mots infinis, sont
perdants. L’objectif du joueur Eve est donc d’atteindre une position lui permettant
de jouer le terminateur vrai. Les conditions d’accessibilité sont simplement dénotées
accessibiliteé.

Condition de stdireté Une condition de streté est la condition duale de la condition de
streté (en échangeant le role de vrai et faux). Elle caractérise les jeux ou 'on cherche
& éviter un événement mauvais. L’alphabet est le méme, mais cette fois-ci, les mots
gagnants sont ceux se terminant par vrai ainsi que les mots infinis. L’objectif d’Eve
est donc d’éviter d’atteindre faux. Les conditions de siireté sont notées stireté.

Condition de Biichi La condition de Biichi requiert quant a elle qu'un bon événement
apparaisse infiniment souvent. L’alphabet contient donc cette fois deux lettres d’arité 1,
«1» et «2» (2 étant «bon» et 1 «mauvaisy), et les terminateurs sont toujours vrai
et faux. Comme toujours les mots se terminant par vrai sont gagnants, et ceux se
terminant par faux sont perdant. Parmi les mots infinis, seuls ceux possédant une
infinité de lettre 2 sont gagnants. Les conditions de Biichi sont notées Biichi.

Condition de co-Biichi La condition de co-Biichi requiert quant & elle qu’un bon événe-
ment apparaisse ultimement. L’alphabet contient donc cette fois deux lettres d’arité 1,
«0» et «1» (0 étant «bon» et 1 «mauvais»), et les terminateurs sont toujours vrai et
faux. Parmi les mots infinis, seuls ceux possédant un nombre fini d’occurrences de 1
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sont gagnants. Comme les mots se terminant par vrai sont gagnants, et ceux se ter-
minant par faux sont perdant. A renommage des lettres prét, il s’agit du complément
de la condition de Biichi. Les conditions de co-Biichi sont notées co-Biichi.

Condition de Muller La condition de Muller utilise un nombre fini de lettres d’arité 1,
appelées couleurs, et toujours les terminateurs vrai et faux. La condition est décrite
au moyen d’un ensemble d’ensembles de couleurs M. Un mot est accepté si, soit il est
fini et se termine par vrai, soit il est infini, et ’ensemble des couleurs apparaissant
infiniment souvent dans le mot appartient & M. Le plus souvent, la condition est
exprimée au moyen d’une formule logique portant sur 'apparition des couleurs. Par
exemple, sur les couleurs a, b, ¢, co(a) A co(b) A —oo(c) signifie quune partie est ga-
gnante si une infinité de a est rencontrée, une infinité de b est rencontrée, et seulement
un nombre fini de ¢. Les conditions de Miiller sont simplement notées Muller.

Condition de Rabin La condition de Rabin utilise un ensemble fini de couleurs (il s’agit
d’un cas particulier de Muller), et les mots gagnants sont ceux qui satisfont une
disjonction de propriétés de la forme «les couleurs dans F' apparaissent un nombre
fini de fois et les couleurs dans I infiniment souvent» ot F' et I sont des ensembles
de couleurs. Une telle paire (I, F') est appelée une paire de Rabin. Les conditions
de Rabin sont simplement notées Rabin.

Condition de Streett La condition de Streett est le complément (& échange des termi-
nateurs vrai/faux prés) de la condition de Rabin. Il s’agit cette fois de satisfaire une
conjonction de propriétés de la forme «si une couleur dans () apparait infiniment, alors
une couleur dans R apparait infiniment souvent». Une telle paire (Q, R) s’appelle une
paire de Streett. Les conditions de Streett sont simplement dénotées Streett.

Condition de parité La condition de parité utilise un intervalle fini [, j] d’entiers (ap-

pelés priorités) comme alphabet d’arité 1, et les terminateurs vrai et faux. Un mot
est gagnant s’il se termine par vrai ou bien s’il est infini et que la plus grande prio-
rité apparaissant infiniment souvent est paire. Pour cette définition, la condition de
Biichi correspond au cas de l'intervalle de priorités [1,2], et la condition de co-Biichi
a l'intervalle de priorités [0, 1]. La condition d’accessibilité correspond & une unique
priorité 1, et la condition de stireté & une unique priorité 0. Les conditions de parité
sont simplement notées parité.
Une condition de parité peut se voir comme une condition de Rabin, en effet, il s’agit
de trouver un entier n € [i,j] pair tel que n apparait infiniment et les couleurs au
dessus apparaissent seulement un nombre fini de fois. Une condition de parité peut
aussi étre vue comme une condition de Streett. En effet, il s’agit, pour toute couleur
impaire n € [i, j| apparaissant infiniment souvent, de voir une couleur supérieure paire
apparaitre aussi infiniment souvent. En fait, les conditions de parité peuvent étre vues
exactement comme les conditions qui sont a la fois de Rabin et de Streett.

Condition fermée 11 s’agit d'une condition de gain W topologiquement close. Etant
donné un langage de mots avec terminateurs L, sa cloture topologique est dénotée f



110 CHAPITRE 7. JEUX ET DETERMINISME EN HISTOIRE

Ces conditions sont aussi parfois appelées «de stireté». Nous prenons la convention
dans ce travail de n’utiliser le terme de sfireté que pour la condition duale de ’acces-
sibilité (cf. ci-dessus).

Les conditions mentionnées ci-dessus ont des propriétés importantes. Tout d’abord, les
jeux finis sont décidables (sauf pour les conditions fermées qui peuvent étre trés complexes
d’un point de vue calculatoire).

En théorie des automates, le point crucial dans 1’étude des jeux est d’établir des résul-
tats concernant la quantité de mémoire nécessaire au vainqueur du jeu pour atteindre son
objectif. C’est également le cas pour les fonctions de coiit réguliéres sur les arbres, et ce
méme dans I’études des arbres finis (en ce sens, les deux théories différent grandement).

Nous avons vu la notion de strategle Il s’agit maintenant de définir la quantité de
mémoire utilisée par une stratégie. Etant données une stratégie aE pour Eve et une partie
partielle 7 € pref (og), dénotons par 7~ log 'ensemble {7’ : 77’ € o}, c.-a-d. la stratégie
décrivant comment continuer aprés avoir joué 7. La mémoire utilisée par oy a la position v
est alors

[{n~log : m € pref(og) partie partielle se terminant en v}| .

La mémoire de la stratégie est alors le suprémum sur toutes les positions v de la mémoire
utilisée a la position v. Une stratégie sans mémoire, ou positionnelle est une stratégie
de mémoire 1. Ceci signifie que si deux parties partielles 7,7’ dans og aboutissent a la
méme position, alors 7 log = (7/) " log, c’est-a-dire que la stratégie continue de maniére
identique quelle que soit la partie partielle qui a abouti & la position v.

On dira qu’une condition de gain est de mémoire k si dans tous les jeux sur cet objectif
tels que le joueur Eve gagne, alors Eve gagne avec une mémoire au plus k. Soulignons bien
que dans tout ce document, & chaque fois que la notion de mémoire est considérée sans
autre précision, il s’agit bien de la mémoire nécessaire pour le joueur Eve uniquement.

La proposition suivante énonce quelques résultats fondamentaux de la théorie classique
concernant la mémoire des conditions usuelles de gain.

Proposition 7.6 (|54, 108]). Les conditions de Rabin (et donc de parité) sont sans mé-
moire. Une condition de Muller ¢ m couleurs est a mémoire m!. Les conditions w-réguli¢res
sont & mémoire finie.

Un résultat nous servira par la suite. Il s’agit d’un cas simple d’une collaboration en
cours avec Nathanaél Fijalkow et Florian Horn dont ’objectif est de comprendre finement
la mémoire nécessaire dans un jeu.

Proposition 7.7. Les conditions réguliéres fermées sont & mémoire le suprémum des tailles
des antichaines de résidus pour l'inclusion, c’est a dire,

sup{n : il existe uy,...uy tels que u;lw z u;lw # ()
-1 -1 .,
etu; WEZu W £ 0 pour tout i # j}
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En particulier, une condition fermée est sans mémoire si et seulement si ses résidus sont
totalement ordonmés pour l'inclusion.

En fait, nous utiliserons la conséquence suivante.

Fait 7.8. Soit L un langage régulier dont les résidus sont totalement ordonnés, alors sa
cloture topologique L est sans mémoire.

7.3 Objectifs et jeux de cofit

Nous passons maintenant aux jeux de colt qui sont spécifiques a ce travail. Le principe
des jeux de colit est de remplacer la notion de condition de gain par une notion quantitative,
celle d’objectif. Un jeu de cott, au lieu d’étre gagné par Adam ou Eve, produit une valeur
entiére ou infinie, représentant le «coiit» pour Eve de gagner ce jeu. Les définitions sont
assez standards, si ce n’est en ce qui concerne le domaine N U {oo}.

Un objectif est un triplet O = (C, f, opt) dans lequel :

— C est un alphabet avec terminateur d’actions, les lettres dans Cy étant appelées

actions finales,

— f est une application des mots sur C dans N U {00},

— opt € {min, max} est le paramétre d’optimisation.
L’intuition est que dans le contexte d’un jeu, un objectif assigné & un joueur (en pratique
Eve) décrit quelle fonction le joueur a pour objectif d’optimiser («f»), sur quel domaine est
définie cette fonction («C*»), et si le joueur doit essayer de minimiser cette valeur ou de
la maximiser («opt»). Nous utiliserons la méme notion pour les automates (en particulier,
cela permet d’unifier les notions de B et de S-automates) (voir section 7.6).

Etant donné un objectif O = (C, f, opt) et un entier n, posons

0. — {ueC>® : f(u) <n} siopt=min
" {ueC*® : f(u) >n} siopt=max.

Le dual d’un objectif O, noté O s’obtient en échangeant les paramétres d’optimisation min
et max.
Un jeu de cout G = (V, vy, M, 6§, O) est constitué :
— d’un ensemble de positions V', d’une position initiale vy, d’un ensemble de coups
M et d’une application de contréle §, tous définis comme dans le cas des jeux
booléens (voir page 104),
— d’'un objectif O = (C, f, opt).
Un jeu de coiit calcule une valeur dans N U {oco} au lieu de simplement déterminer une
valeur booléenne (Eve gagne/Eve perd). La valeur du jeu est définie par

inf{n : Eve gagne G[O,]} si opt = min
valeur(G) = R .
sup{n : Eve gagne G[O,]} sinon,
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ot G[W] dénote le jeu booléen obtenu de G en remplagant I'objectif O par la condition de
gain W.

Le dual d’un jeu de cotlit s’obtient en dualisant ’application de contréle ainsi que
'objectif. Cela revient & inverser le role des joueurs. Le dual d'un jeu de cofit G est noté G.
Le résultat de détermination borélienne de Martin (théoréme 7.5) que nous avons vu au
cours de la section précédente s’adapte comme suit au cas quantitatif.

Proposition 7.9. Si G est un jeu de coit borélien (c.-a-d., si O, est borélien pour tout n),
alors

valeur(G) = valeur(G) .

Démonstration. Supposons, sans perdre de généralité, que I'objectif de G est de minimiser,
sinon, il suffit de remplacer le jeu par son dual.

Remarquons tout d’abord (monotonicité) que si m < n, alors O,, C O,, et en consé-
quence, si Eve gagne G[O,,] alors Eve gagne aussi G[O,], avec la méme stratégie.

Soit maintenant m = wvaleur(G) et n = wvaleur(G). Supposons m,n finis. Cela signifie
que m est lentier minimal tel que Eve gagne le jeu G [On], et n et U'entier maximal tel
qu’Adam gagne le jeu G[O),_1].

Supposons m < n, et donc m > n — 1. Cela signifie d’une part qu'Eve gagne G[O,,]
et donc d’aprés le remarque de monotonicité Eve gagne aussi G[O,_1], et d’autre part
qu’Adam gagne G[O,,—1]. Contradiction.

Supposons maintenant que n > m. Alors, Eve ne gagne pas le jeu G[O,,_1] et donc par
Pargument de monotonicité ne gagne pas le jeu G[O,] non plus. Comme par ailleurs Adam
ne gagne pas le jeu G[O,], et que O, est borélien, cela contredit le théoréme de Martin 7.5.

Les cas correspondants & m ou n infini sont similaires. CQFD

Remarquons enfin que les objectifs et les jeux peuvent étre étudiés sous 'angle des
fonctions de cofit, ce que nous ferons par la suite. Dans notre cas, si les objectifs sont
équivalents, alors les valeurs des jeux sont elles aussi équivalentes. Notons O <, O’ pour
signifier que les paramétres d’optimisation des objets O et O sont les mémes, et que leurs
fonctions respectives f, f’ satisfont f <. La proposition suivante formalise ce point.

Proposition 7.10. Soient O <, O’ deux objectifs et soit G une aréne alors
valeur(G[0]) <a valeur(G[O']) .

Démonstration. Considérons le cas d’objectifs & minimiser. Remarquons que O =<, O’
signifie alors que O, € O,y pour tout n. Supposons maintenant que valeur(G[O']) = n,
cela signifie qu'Eve gagne le jeu G[0/,]. Comme O/, C Oa(n)s Eve gagne G [Oa(ny] en utilisant
la méme stratégie. Ainsi, valeur(G[0]) < a(n). CQFD
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7.4 Les objectifs de base

Dans la suite, un certain nombre d’objectifs de base seront utilisés. En particulier,
nous retrouverons les notions de B-automates et de S-automates ainsi que les conditions
infinitaires de parité, de Rabin, de Biichi, de Streett et de Muller. Il s’agit au cours de cette
section de mettre en place une terminologie permettant de composer les objectifs et de faire
référence avec précision & chacun de ces cas.

Objectifs infinitaires Nous avons vu dans le cadre des jeux booléens les condition w-
réguliéres, de stireté, d’accessibilité, de Muller, de Rabin, de Streett, ou de parité. Ces
conditions peuvent étre vues comme des objectifs utilisés dans des jeux de coft.

Ainsi, soit W une condition de gain et G le jeu de colit d’objectif W. Alors il est
aisé de vérifier que valeur(G) = 0 si et seulement si Eve gagne le jeu G[W], et les
stratégies gagnantes sont les mémes. Ainsi, les résultats de mémoire dans les jeux
booléens se transférent directement a ce cas. Nous donnons ainsi un sens aux objectifs
accessibilité, slireté, Biichi, co-Biichi, Muller, Rabin, Streett et parité.

L’objectif B (sur k compteurs) est un objectif & minimiser. L’ensemble des lettres d’arité 1
(sur les compteurs I') est {¢,ic,r}!" (nous utiliserons les mémes notations que pour
les automates). L’ensemble des lettres d’arité 0 est {0,00}. La fonction & optimiser
colt est telle que codfg(u) < n si u ne se termine pas par oo et les compteurs ne
dépassent jamais la valeur n, quand les lettres {e,ic,r}' sont évaluées comme pour
les automates.

En reprenant les notations des automates,

00 si u se termine par oo,
coits(u) = { codig(v) si u = 00,

SUp,—,, coltg(v) siw est infini.

Ainsi, I'utilisation du terminateur co permet d’annuler le calcul et d’obtenir une valeur
infinie quel que soit ce qui précéde. Une autre fagon de décrire cette condition est au
moyen d’une cloture topologique :

(cotty)n, = {u : codtg(u) < n}0.

Dans le cas ol les compteurs sont hiérarchisés, nous parlerons de 1’objectif hB. Dans
le cas d’'un unique compteur, sans remise & 0, nous parlerons de I'objectif distance.

L’objectif —B (sur k compteurs) est un objectif & maximiser. Il ne s’agit pas du dual de
lobjectif B, qui lui est noté B). L’ensemble des lettres d’arité 1 (sur k compteurs)
est {e,ic,r}’ (on utilisera la encore les mémes notations que pour les automates).
L’ensemble des lettres terminateurs est {0,00}. La fonction de cotit & optimiser est
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décrite (par réduction au cas des automates) comme :

00 si u se termine par oo ou u est infini

cott-g(u) = {

cottp(v) siu=v0

Ainsi, I'objectif d’Eve est d’éviter que la partie atteigne un terminateur 0 alors qu’au-
cun des compteurs n’a dépassé la valeur n. Dans 'autre sens, cela signifie que ’objectif
d’Eve est, soit d’atteindre le terminateur oo, soit que I'un des compteurs dépasse la
valeur n, soit que la partie soit infinie. La encore, une autre fagon de décrire cette
condition est au moyen d’une cléture topologique :

(cott—g)n, = {u : coitg(u) >n}0U ({e ic,r}1)*0

Soulignons qu’il ne s’agit pas de la méme fonction a optimiser que ['objectif B, et
par consquent, il ne s’agit pas du dual de l'objectif B. Les objectifs —B et B se com-
portent de maniére identique sur les mots finis. Leur différence n’apparait que sur
les mots finis. Plus précisément, la condition B peut étre comprise comme la condi-
tion —B A accessibilité, et la condition —B peut étre vue comme la condition
B A accessibilité, par simple renommage des alphabets.

Dans le cas ou les compteurs sont hiérarchisés, nous parlerons de ’objectif —hB. Dans
le cas d’un unique compteur, sans remise a 0, nous parlerons de l'objectif ~distance.

L’objectif S 11 s’agit d’un objectif & maximiser. L’ensemble des lettres d’arité 1 (sur k

compteurs) est {e,i,cr,r}" (on utilisera la encore les mémes notations que pour les
automates). L’ensemble des terminateurs est {0, 00}. La fonction de cotit & optimiser
est décrite (par réduction au cas des automates) par :

cotts(u) siu est infini
cottg(u) = ¢ cotdits(v) siu = voo

0 siu = v0

Ainsi, lobjectif, pour que la valeur d’une séquence soit au moins n est d’éviter de
terminer par 0, et de garantir que lorsque testés, tous les compteurs aient une valeur
au moins égale a n.

La encore, il s’agit d’un objectif topologiquement clos car :

(cotits)n = {uco : codtg(u) > n} .

Objectif dual Si un objectif O peut étre utilisé, alors son dual O peut I'étre aussi.

La disjonction de deux objectifs de méme parameétre d’optimisation. Soient O = (A, f, opt)

et O' = (B, g, opt). Alors, si opt = min, OV O’ dénote l'objectif (AxB, min(f, g), min),
et si opt = max alors O V O’ dénote l'objectif (A x B, max(f,g), max).



7.4. LES OBJECTIFS DE BASE 115

Cette dissymétrie provient du fait que nous considérons le gain du point de vue du
joueur Eve. Ainsi, dans le cas des objectifs booléens, I'union des objectifs correspond
bien au minimum.

Remarquons que dans le produit d’alphabet, il n’est pas autorisé de former la paire
d’un terminateur avec un non-terminateur. Ainsi, A x B = (A x By, Ay x By).

La conjonction de deux objectifs de méme paramétre d’optimisation. Soient O = (A, f, opt)
et O' = (B, g, opt). Alors, si opt = min, OA O’ dénote lobjectif (A xB, max(f, g), min),
et si opt = max alors O A O" dénote 'objectif (A x B, min(f, g), max).

En utilisant cette terminologie, nous verrons comment résoudre les jeux distance/ARabin ou
les jeux hB ABiichi, etc. .. Soulignons qu’il convient d’étre vigilant concernant les notations.
Tout n’est pas connu sur ces jeux, et en particulier échanger —B par B dans un énoncé peut
Iinvalider.

Remarque 7.11. L’usage des terminateurs est trés souvent pénible, et nous omettons souvent
de les traiter dans le détail. Nous justifions la possibilité de faire ce type de simplifications
dans cette remarque. Pour éliminer un terminateur, il suffit de remarquer qu’il peut étre
remplacé par une suite infinie de lettres non-terminateurs. Considérons par exemple la
condition B, alors pour tout mot u, cottg(u0) = cottg(u(e")*¥). Ainsi, remplacer chaque
occurrence du terminateur 0 par une boucle étiquetée par €' ne change pas la valeur du
jeu. Cette technique d’élimination s’étend a la plupart des cas :

— pour la condition d’accessibilité, faux équivaut & —*, et il ne reste donc que le termi-
nateur vrai,

— pour la condition de stireté, vrai équivaut & —“, et il ne reste donc que le terminateur
faux,

— dans toutes les autres conditions de Miiller (autres que d’accessibilité ou de stireté),
tous les terminateurs peuvent étre éliminés, et c’est en particulier le cas pour les
conditions Rabin, Streett, Biichi et co-Biichi,

— pour la condition B, le terminateur 0 peut étre remplacé par (¢1)“, et le terminateur
oo peut étre remplacé par (ic!)®, il ne reste donc aucun terminateur,

— pour la condition S, le terminateur 0 peut étre remplacé par (rc)¥, et le terminateur
oo par ('),

— pour la condition —B, le terminateur co peut étre remplacé par (¢1)“, mais, en re-
vanche, rien ne permet de se débarrasser du terminateur 0. Pour cette raison, le
terminateur 0 de la condition —B est le seul auquel nous prétons réellement attention
dans la suite de ce travail. Nous le noterons parfois 0_p afin de l'identifier clairement.

Enfin, il arrive que nous ayons & allonger ou raccourcir la longueur d’exécution d’au-
tomates. Il s’agit de la motivation de la notion d’élasticité. Nous dirons qu’un objectif
O = (C, f, opt) a la propriété d’élasticité s'’il existe un non-terminateur T1 et un termi-
nateur T tels que pour tout mot partiel u et tout mot v,

fluv) < f(uTo) = f(uT1To) = f(uTY) .
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Ainsi, la valeur de tout mot v est majorée par To, T1To, T1T1To,... T{, et ce dans tout
contexte u. Tous les objectifs ci-dessus, sauf accessibilité ont la propriété d’élasticité.
La propriété d’élasticité est aussi préservée par A et V.

7.5 Etude de la structure des stratégies gagnantes

Tout comme en théorie des automates classique, la structure des stratégies, et en parti-
culier la quantité de mémoire qu’elles nécessitent, est un point crucial dans le développement
des fonctions de coiit. Dans cette section, nous rassemblons tous les résultats connus concer-
nant les conditions de cotit & mémoire finie. Cette section débute par l'introduction de la
notion d’~-mémoire, qui est la notion de mémoire qui nous intéressera par la suite. Les
bornes supérieures connues sur cette quantité sont présentées ensuite.

Un objectif O est & mémoire k si O, est & mémoire k pour tout n. Cette notion
n’est pourtant pas celle qui nous intéresse. En effet, les fonctions de cofit sont considérées
modulo la relation . La bonne notion de mémoire, moins restrictive, que nous introduisons
maintenant est celle d’a~-mémoire. Un objectif O est & ~,-mémoire k, ol « est une
fonction de correction, si

— si Iobjectif est & minimiser, alors pour toute aréne G et tout entier n, si Eve gagne

G[0,], alors Eve gagne G[Oq(ny] au moyen d’'une stratégie & mémoire k,
— si objectif est & maximiser, alors pour toute aréne G et tout entier n, si Eve gagne
G[On(n)], alors Eve gagne G[0O,] au moyen d’une stratégie 4 mémoire k.
Ainsi, la stratégie utilisant peu de mémoire peut gagner, mais dans une situation «plus
facile» (controlée par ) en utilisant une mémoire au plus k. On dira parfois simplement
~-mémoire sans rendre explicite la fonction de correction «. Bien entendu, si un objectif
est & mémoire k, alors il est & ~-mémoire k. De plus, si un objectif est & ~-mémoire k,
alors tout objectif ~-équivalent est aussi & ~-mémoire k (il s’agit d’une variante de la
proposition 7.10).

Remarquons que, pour les objectifs quantitatifs que nous considérons, il n’est pas vrai
que le vainqueur puisse toujours gagner au moyen d’une stratégie & mémoire bornée (par
exemple une condition S nécessite une quantité infinie/non-bornée de mémoire). Cette si-
tuation différe grandement des conditions w-réguliéres. En effet toute condition w-réguliére
est & mémoire finie (voir le théoréme 7.6). La technique des automates déterministe en
histoire développée dans la suite de ce chapitre permet de contourner cette difficulté, et
de néanmoins étre capable de comprendre la structure des stratégies de certains objectifs
comme S.

L’objectif de cette section est différent. Il s’agit d’énoncer les résultats connus sur la
~-mémoire. Certains résultats sont tout simplement hérités de la théorie classique. Ainsi,
une condition de parité vue comme un objectif, est sans mémoire (et par conséquent Az-sans
mémoire). Les résultats qui suivent sont plus spécifiques aux fonctions de cofit.
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Théoréme 7.12 ([31]). Les objectifs hB et =B sont ~-sans mémoire .
Démonstration. La démonstration consiste & remplacer les objectifs hB et =B par des ob-
jectifs ~-équivalents qui, eux, sont sans mémoire. Il s’ensuit alors par la proposition 7.10
que la condition originale est ~-sans-mémoire.

Nous présentons la preuve dans le cas hB. Soit k le nombre de compteurs impliqués dans
la condition, et soit m un entier positif.

Notre point de départ est 'automate déterministe et complet naturel Ay, qui accepte
le langage Ay, = {u € Actyy : codtyg(u) < n}. Son ensemble d’état est

Q=10,1,...,n}* U {o0}

(nous nous permettrons d’appeler les différentes composantes d’un tel état des compteurs).
L’état initial est (0,...,0). Lorsqu'une action a € Actyp est lue depuis I'état p € @, 'auto-
mate se rend dans I'état d4, , (p, a) = q défini par :

1. si p = o0, alors g = oo,
4
. . —
2. sinon, sia =Ry, ¢ = (0,...,0,pp41,---,Dk),

3. enfin, dans le cas p # oo et a = ICy,
— si py = n, alors ¢ = o0,
/-1
. ——
— smon q = (O""503p€+ 1ap£—l—1""apk) .

Enfin, tous les états sont acceptants sauf oo. Il est clair que cet automate reconnait le
langage Ay, a k compteurs.

La condition de gain Ay, n’est malheureusement pas positionnelle. Nous introduisons
pour cette raison un langage différent, reconnu par le nouvel automate By, ,,. Cet automate
est en tous points identique & Ay ,, si ce n’est que la nouvelle fonction de transition est
définie comme suit. En partant d’un état p € @), et en lisant une lettre a € Actyg 'automate
se rend dans 'état g, , (p, a) = ¢ défini comme 0p, , (p, @) = g si ce n’est dans le troisiéme
cas :

3. enfin, dans le cas p # oo et a = ICy,

— Sipg=per1 =+ = pr =n, alors ¢ = oo,
— sinon, soit ¢ > £ I'indice minimal tel que p; < n,

i—1

—
q= (07"'707pi+17pi+17"'7pk) .

1. Remarquons que les objectifs duaux hB et —hB ne sont pas ~-sans mémoire, méme dans le cas & un
compteur. Ils le sont si les jeux sont de durée finie (puisque hB et —B coincident sur les mots finis). Nous
verrons qu’ils sont positionnels dans le cas d’un compteur, en ’absence de remise a 0.
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L’effet de cette modification est que lorsqu’incrémenté, le compteur ¢ atteint la valeur n+1,
au lieu d’entraigner immédiatement 'automate dans I’état oo, le compteur est remis a 0,
et génére une retenue qui est propagée au compteur suivant, et ainsi de suite. Ce n’est que
quand le dernier compteur dépasse n que 'automate atteint I'état oo. Cela revient a voir
I’ensemble de I’état comme un unique compteur représenté en base n + 1 représentant un
entier entre 0 et (n + 1)F — 1.

Soit By, le langage de mots finis accepté par By, et By, le langage reconnu par
cet automate quand 1’état initial est fixé & ¢ € . Comme toujours pour un automate
déterministe et complet, les résiduels de By, ,, sont les By, ,, .. Montrons qu'’ils sont totalement
ordonnés. Pour cela, ordonnons les états lexicographiquement, oo étant maximal :

(0,0,...) < (L,0,...)<---<(N-=1,0,...) < (0,1,0,...) < ...
< (N-1,...,N-1) <.

Il est aisé de vérifier que pour cet ordre, toutes les transitions de 'automate By, sont
monotones. Ainsi, pour a € Actpg, et p,q deux états,

p <a implique d(p,a) < d(q,a) .

Comme de plus, les états acceptants de By, sont clos vers le bas, p < ¢ implique By, ,, 2
B g Ainsi, les résiduels de Ly, ,, sont totalement ordonnés. Il en va bien entendu de méme
pour le langage avec terminateur By, ,,0. Il s’ensuit, grace au fait 7.8, que la condition

Bk,n - (ACthBa {07 OO})OO

est positionnelle.

Il ne nous reste plus qu’a relier la condition m a l'objectif hB (& k compteurs). Soit
u € Actyg. Nous établissons tout d’abord deux faits.

1. codtyg(u) < n implique u € By, . Supposons donc codtpg(u) < n. Cela signifie que
lorsque l'automate Ay, est exécuté, aucun compteur n’est jamais incrémenté alors qu’il
posséde la valeur n (sinon, I'exécution atteindrait I’état puit non-acceptant oo). Or dans ce
cas, les transitions de I’automate By, ,, sont identiques a celles de I'automate Ay, ,,. Il s’ensuit
que 'automate By, atteint le méme état que I'automate Ay ,, aprés avoir lu le mot u. Cet
état étant différent de oo, nous obtenons u € B, .

2. u € By, implique cotityp(u) < n*. Supposons par la contraposée que cotityp(u) > nk.
Cela signifie qu’il existe un compteur, ¢, et un facteur v de u tel que l'action IC, est
rencontrée n* fois dans v, et toutes les autres actions recentrée dans v ne concernent que
les compteurs 1,...,¢ — 1. Il est aisé¢ de vérifier que pour la fonction de transition de By, ,,,
et quel que soit I'état de départ, la lecture de v entraine ’automate dans 1’état oo. En
effet, si m(p) représente l'entier écrit en base n + 1 sur les indices ¢, ...,k de p, alors si a
est une action sur les compteurs 1,....¢ — 1, n(dg, ,(p,a)) > 7(p), et si a = ICy, alors
7(0B,,(p,a)) = m(p) + 1. Le résultat de Papplication du facteur v a partir de tout état de
l'automate est donc inéluctablement d’atteindre I’état oco. Ainsi, u € By, .
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Il s’ensuit que pour tout n,

hB, = Ap,0 C B0 C A 00 =Bk .

Ainsi, supposons que valeur(G[hB]) < n, cela signifie qu’Eve gagne le jeu G[hB,]. Par consé-
quent Eve gagne le jeu G[B»0]. Or, nous avons vu que la condition Bkn() est positionnelle,

donc Eve gagne le jeu G[B,»0] au moyen d’une stratégie positionnelle. Cette méme stratégie
permet & Eve de gagner le jeu G[hB, x]. Ainsi, 'objectif hB est bien ~-positionnel. CQFD

Ce résultat permet de déduire un résultat plus faible pour ces mémes jeux augmentés
d’une condition de Biichi.

Théoréme 7.13 (Vanden Boom [12]). Les objectifs hB A Biichi et —hB A Biichi sont a
~-mémoire 2 dans les jeuzr de degré fini chronologiques.

Démonstration. Donnons une intuition de la technique de preuve. Soit donc G un jeu d’ob-
jectif hB A Biichi (le cas —hB A Biichi est identique) a la fois de degré fini et chronologique.

Le principe est de partir d’une stratégie gagnante pour Eve o dans G[(hB A Biichi),]
(utilisant possiblement une grande mémoire), et de la transformer en une condition de
mémoire 2 (pour la condition [(hB A Biichi),(,)] pour un « bien choisi). Supposons donc
qu'Eve gagne G[(hBABiichi),]. En utilisant le lemme de Kénig (ce qui nécessite I'hypothése
de structure chronologique et de degré fini), il est possible de découper le jeu en «tranches»
telles que dans toute partie compatible avec op et dans chaque tranche, au moins une
transition de Biichi est rencontrée.

En utilisant ces tranches, il s’agit alors de construire un nouveau jeu G’, cette fois
d’objectif hB, toujours gagné par Eve. Les caractéristiques du jeu G’ sont les suivantes.
Toutes les positions de G sont dupliquées, et existent en version verte et en version rouge.
La signification de cette couleur est qu'un état est vert si une transition de Biichi a été
rencontrée dans la tranche courante. Ainsi, le jeu démarre dans la version rouge de la
position initiale du jeu original. Les coups du jeu sont les mémes que dans le jeu original, a la
seule différence qu'un état garde sa couleur sauf si (a) une transition de Biichi est rencontrée,
auquel cas la position devient automatiquement verte, ou (b) il y a un changement de
tranche, auquel cas, si la position est rouge, la partie s’arréte et Eve perd, et si la position
est verte, le jeu continue dans la méme position, la position passant & 1’état rouge. Il est
aisé de vérifier que la stratégie gagnante dans le jeu original reste gagnante dans le nouveau
jeu. Par contre, ce nouveau jeu a maintenant hB comme objectif. Il est donc possible de
lui appliquer le théoréme 7.12. Eve posséde donc une stratégie gagnante positionnelle dans
le jeu G'[hBy(,)] pour un a choisi indépendamment de G. Il est alors aisé de transformer
cette stratégie positionnelle sur G’ en une stratégie gagnante a mémoire 2 dans le jeu
G[(hB A Biichi), (). Le bit de mémoire de la stratégie sert a enregistrer la couleur de la
position courante dans G'. CQFD
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Proposition 7.14 (non publié, avec C. Loding). Les objectifs distance/A\Rabin et ~distanceA
Rabin sont sans mémoire.

Démonstration. Considérons en premier le cas de I'objectif O = distance ARabin. Le but
de Eve dans la condition (distance/ARabin), est de garantir une condition de Rabin, tout en
voyant au plus n-occurrences d’incréments de 1'unique compteur. L’idée de la construction
est trés simple, il s’agit de voir la condition (distance A Rabin), comme une «succession»
d’au plus n conditions de parité, le changement de conditions correspondant & I’apparition
d’un incrément du compteur. Entre ces événements que sont les incréments, le résultat usuel
de positionnalité pour les conditions de Rabin s’applique.

A chaque position v du jeu, il est possible d’associer un entier n qui est le plus petit
entier tel qu'Eve gagne le jeu en partant de la position v dans un jeu booléen de condition
(distance A Rabin),. Soit W, l'ensemble des positions de valeur n. La stratégie gagnante
s’obtient alors par récurrence sur n, I’hypothése de récurrence étant :

Il existe une stratégie d’Eve sans mémoire o, sur Wy U W U. .. W,, qui permet
de gagner pour la condition de gain (distance A Rabin),.

La propriété est vraie pour n = —1 (de maniére pathologique, la condition (distance A
Rabin)_; n’étant jamais vérifiée).

Soit maintenant n > 0. Gagner la condition (distance A Rabin), revient a gagner la
condition de Rabin sans voir jamais d’incrément du compteur, ou a atteindre un premier
incrément, a partir duquel il est possible de gagner pour la condition (distanceARabin),_;.
Considérons donc le jeu (booléen) G,, obtenu du jeu original en :

1. se restreignant a la zone W,

2. rendant «gagnantes» les transitions partant de p € W,, pour aboutir en W,, pour
m < n (ceci s’obtient en remplacant partout dans l’application de controle les atomes
de la forme (p, ¢, q) pour g € W,,, avec m < n par le terminateur (p, vrai, 1)),

3. rendant «perdantes» les transitions effectuant un incrément et restant dans W,, (méme
construction avec le terminateur faux),

4. rendant «perdantes» les transitions aboutissant dans W,,, pour m > n (de nouveau
la méme construction).

Il est clair qu’une stratégie dans le jeu original au départ d’une position v € W,, gagnante
pour l'objectif (distance A Rabin),, est une stratégie gagnante dans G, (quand elle est
restreinte & W,,). Ainsi, Eve gagne depuis toutes les positions de G,,. Comme G,, est un jeu
de Rabin (tous les incréments ont été retirés dans la construction), il existe une stratégie
sans mémoire 7, gagnante depuis toutes les positions de W,,. Considérons maintenant la
stratégie sans mémoire ¢,_1 obtenue par hypothése d’induction. Il suffit de construire la
nouvelle stratégie o,_1 consistant & commencer & jouer comme 7, jusqu’a ce que 1’on sorte
de W, (ce qui peut durer indéfiniment), ou sinon aboutit dans W,, pour m < n, et dans
ce dernier cas continue comme o,_1. Il est clair que cette stratégie permet de gagner le jeu
Gl(distance A Rabin),| depuis toutes les positions Wy U - -- U W,,.
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Le cas de 'objectif ~distance A Rabin est similaire. CQFD

Nous avons présenté ci-dessus tous les cas connus de mémoire finie dans les jeux de cotit
(d’autres résultats sont en fait connus, mais ils se déduisent de ceux ci-dessus). Il reste des
questions ouvertes importantes. C’est en particulier le cas de la suivante pour laquelle les
techniques développées ci-dessus s’avérent insuffisantes.

Question ouverte 7.15. FEst-ce que l’objectif Rabin A hB est x-sans mémoire, ou G ~-
mémoire finie ? pour des arénes d’un certain type ¢ pour une condition équivalente & réduc-
tion déterministe en histoire prés ¢

Certaines variantes sont envisagées dans cette question ouverte. Ces versions restreintes
correspondent & la possibilité d’appliquer ce résultat pour montrer la décidabilité de la
logique monadique de cotit sur les arbres infinis. Dans cette application, seules des arénes
obtenues en exécutant un automate (non-déterministe ou alternant) sont considérées. Ces
arénes sont en particulier sans cycles et de largeur arborescente bornée. Ainsi, il n’est pas
nécessaire de répondre positivement & cette question ouverte dans toute sa généralité pour
obtenir la décidabilité de la logique monadique de cotit (certainement 'application la plus
importante), mais il suffit de le faire sur des arénes d’un type particulier.

Nous verrons également la notion d’automates déterministes en histoire. Cet outil per-
met de traduire un objectif en un autre, de maniére suffisamment profonde pour parfois
changer les quantités de mémoire nécessaire (passant de «infini» & «fini» en particulier).
Il convient donc d’envisager ’hypothétique existence d’un objectif qui soit meilleur que
Rabin A hB en terme de mémoire, et qui lui soit équivalent a réduction déterministe en his-
toire prés. Cette technique est développée dans les sections qui suivent. Il est donc possible
que la condition Rabin A hB n’admette pas de stratégie & mémoire finie sur les arénes les
plus favorable, mais qu’il soit néanmoins possible de transformer cet objectif en un autre
objectif, qui, lui, admette des stratégies sans mémoire.

7.6 Automates alternants

Nous avons vu comment calculer des valeurs dans N U {co} au moyen de jeux. Les
automates & colit ont également pour but de calculer ce type de valeur. Dans cette section,
nous introduisons la notion d’automates alternants, dans le cas booléen, puis & cotit. Les
automates ainsi définis correspondent précisément, dans les cas B et S-non-déterministe,
aux automates des chapitres précédents.

La nouvelle définition que nous donnons ici utilise une syntaxe trés proche de celle des
jeux. Cette analogie sera prolongée dans la suite de ce chapitre. Comme dans les sections
précédentes nous commengons par présenter le cas booléen (section 7.6.1), pour aborder
ensuite le cas des automates de coiit (section 7.6.2).
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7.6.1 Automates alternants booléens

La définition suit fidélement celles des jeux (voir section 7.1, page 104). Un automate
alternant A = (Q, A, qo, W, d) est constitué :

— d’un ensemble d’états () (non nécessairement fini, pour garder 'analogie avec les

jeux),

— d’un alphabet d’entrée avec terminateur, A,
d’un état initial g,
d’une condition de gain W C C* (pour un certain alphabet avec terminateur C),
— d’une relation de transition A = Ag U Aq oul

AgCQ xAxAyx{L},
et AT CQxA; xCixQ.
On note A(g) l'ensemble des transitions issues de ¢ € @, c’est a dire {(q,a,c,7) :

(g,a,c,r) € A}, et A(g,a) ensemble des transitions de la forme (g, a,c,r).
d’une application de contréle § qui a ¢ € Q et a € A associe 6(q,a) € BT (A(q, a)).

Remarque 7.16 (cas des jeux). Remarquons que cette définition coincide avec celles des
jeux, dans le cas ou l'alphabet en entrée de 'automate ne contient qu’une lettre d’arité 1,
et aucun terminateur, c.-a-d. que ’alphabet en entrée est I. Il n’existe qu’un unique mot
qui peut étre formé sur cet alphabet. Dans cette analogie, 'automate accepte cet unique
mot si et seulement si le jeu est gagné par Eve.

Commengons par montrer comment un tel automate peut étre utilisé pour accepter
ou rejeter un mot en entrée. Cela s’obtient trés facilement : en effectuant le produit du
mot avec ’automate, nous obtenons un jeu. Le mot est accepté par I'automate si ce jeu
est gagné par Eve. Ainsi, considérons un mot v = aga; ... (possiblement infini, ou se
terminant par un terminateur) sur l'alphabet A. Nous construisons alors le jeu G(A, u) de
positions {0, 1,...} x @ (la premiére composante correspondant aux indices des lettres dans
le mot u). La position initiale de G(A,u) est (0, qp), 'objectif est celui de 'automate, et
I'application de controle dg(4,,) est définie pour une position v et un état g par :

dgaw) (k,q) = 6(q, ar)[r < (k+1,7)]

avec la convention que (k, L) = L. Un mot u est accepté par 'automate A si Eve gagne
le jeu G(A,u). L’ensemble des mots acceptés par automate est appelé le langage accepté
par A et est noté L(A).

Un automate alternant préserve la longueur si Ag C @ x Ay x Cy x {_L}. Cela signifie
que toute partie du jeu G(A,u) pour un automate A préservant la longueur, a la méme
longueur que .

Exemple 7.17. Considérons automate de Biichi suivant sur l’alphabet en entrée {a,b, c}
sans terminateurs :
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L’automate est dessiné en utilisant les

mémes conventions que pour les jeux. Les

cercles (O) représentent des disjonctions et

les carrés (L) représentent des conjonctions.

Ainsi, dans ce cas, d(p,a) = (p,a,2,p) N A=
(p,a,1,q). Remarquons la possibilité pour
l’automate d’arréter une branche de calcul a:
en utilisant un terminateur. Dans le cas pré-

sent d(¢q,v) = (q,v,vrai, L) et d(q,c) =

(g, c, faux, 1).

L’automate ci-dessus prend en entrée des mots infinis sur 'alphabet {a, b, c}, et garantit
que toute occurrence de la lettre a est suivie d’une occurrence de la lettre b, et qu’aucune
occurrence de la lettre ¢ n’est rencontrée avant. Considérons par exemple un mot de la
forme caabac. .., alors le jeu G(A, caabac...) est le suivant :

e
e
aux yvral aux

Ce jeu est perdant pour Eve car elle ne peut rien faire pour empécher Adam d’atteindre la
position 5, ¢ qui est perdante.

Remarque 7.18 (cas des automates non-déterministes, universels, déterministes et com-
plets). Les automates non-déterministes sont ceux pour lesquels

5(g,a) = \/ Alg,a) ,

pour tout état ¢ et toute lettre a. Cette définition ne coincide pas syntaxiquement avec les
automates non-déterministes de la partie précédente. En effet, les automates de la partie
précédente ont la propriété d’accepter ou de rejeter a la fin du mot.

Considérons par exemple 'automate suivant qui accepte tous les mots sur {a, b} dont la
derniére lettre est un a. L’automate de gauche utilise les notations de la partie précédente.

a,b
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Le second automate montre le codage en automate alternant, en utilisant la condition
de gain d’accessibilité. En particulier, les états finaux sont maintenant codés au moyen
de terminateurs (rappelons que O représente la fin du mot). Remarquons aussi que de
nouvelles transitions sont nécessaires, correspondant au fait que 'automate original n’est
pas complet : (p, a, faux, L) et (p, b, faux, L). Cette traduction peut étre systématisée. Nous
ne rentrons pas davantage dans les détails.

Un automate alternant est déterministe et complet s’il est a la fois non-déterministe
et universel.

De maniére duale, un automate alternant est universel si

5(g,a) = \ Alg, a)

pour tout état g et toute lettre a.

Tout comme pour les jeux, il est naturel de considérer le dual d’un automate alternant.
Le dual A d’un automate alternant A s’obtient simplement en remplacant la condition de
gain par son complément, et en dualisant la fonction de transition. Dans le cas de condition
de gain borélienne, le résultat de Martin s’applique :

Proposition 7.19. Pour un automate A de condition de gain borélienne,

L(A) = L(A) .

De maniére duale, un automate alternant est universel si §(¢, a) est une conjonction
pour tout état g et toute lettre a. Un automate alternant est déterministe et complet
s’il est & la fois non-déterministe et universel.

7.6.2 Automates alternants de coiit

Un automate de couit alternant A = (Q, A, qo, O, ) est défini comme un automate
alternant booléen, si ce n’est que la condition de gain est remplacée par un objectif.

Exemple 7.20. Considérons le distance-automate alternant suivant.



7.6. AUTOMATES ALTERNANTS 125

: b:
a:e b e €
_)B%I/—\ 0:0
a:e
a:ic
a:iC/Q\ b:0
P
a:ée
@b:ic /‘\aaD 0
a:ée b:ic

Pour simplifier les notations, nous avons utilisé une transition non étiquetée entre I’état p; et
I’état po. Elle peut étre vue comme une e-transitions, ou comme simplement ’imbrication
des connecteurs dans l’expression booléenne §(pi,a). Remarquons que nous n’avons pas
décrit toutes les transitions de ’automate. Par défaut, si depuis un état p aucune transition
n’est étiquetée x en entrée, alors implicitement, la transition (p, z, 0o, L) est présente. C’est
le cas dans cet exemple pour les transitions (p2,d, 00, L), (p2,, 00, L) et (p3,d, 00, L).

Cet automate, étant donné un mot en entrée w renvoie max; min(m;,n;) si u s’écrit
a by, ...a™ ™ avec m; > 1 et n; > 1 pour tout ¢ = 1...k, et co sinon.

Nous avons présenté au cours de la section précédente comment, & partir d’un automate
alternant A et d’un mot w, construire un jeu G(A,u). La méme construction s’utilise dans
le cadre des automates alternants de cott, a la différence que cette fois-ci le jeu produit
est de cotit. Nous définissons la sémantique d’un automate alternant [.A] tout simplement
par :

[A](u) = valeur(G(A,u)) ,

pour tout mot u sur ’alphabet d’entrée.

Les automates préservant la longueur, les automates non-déterministes, les auto-
mates universels et les automates déterministes et complets se définissent, comme dans
le cas booléen, au moyen d’une restriction des fonctions de transition possibles. La notion
de dual d'un automate est également identique (il faut bien entendu remplacer 1'objectif
par son dual).

Nous nommerons B-automate alternant, (resp. S-automate alternant, resp. S-
automate alternant ou hB-automate alternant) les automates alternants a cott uti-
lisant un objectif B (resp. un objectif S, resp. un objectif hB). Cette terminologie s’étend
naturellement & des conditions plus complexes comme (hB A Biichi), etc...

De la proposition 7.9 (c.-a-d. le théoréme de Martin) nous déduisons directement :
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Proposition 7.21. Pour un automate A d’objectif borélien,

[A] = [A] .

7.7 Automates déterministes en histoire

Nous présentons dans ce chapitre la notion d’automate déterministe en histoire. Il s’agit
d’automates alternants (ou le plus souvent, non déterministes) qui possédent certaines ca-
ractéristiques les rapprochant des automates déterministes. En particulier, nous verrons au
cours de la section suivante (section 7.8) que de tels automates «se composent bien» entre
eux, et en particulier avec les jeux.

Les automates déterministes en histoire ont été introduits en premier par Henzinger
et Piterman dans le cas des automates non-déterministes booléens |[17] sous le nom d’au-
tomates «bons pour résoudre les jeux» (terminologie faisant référence aux bonnes carac-
téristiques de composition qu'ils possédent). La notion a été découverte indépendamment
dans le cadre des fonctions de cott ([25] et [33]). Cette thése est la premiére occasion de
présenter la notion de déterminisme en histoire dans toute sa généralité, c’est a dire pour
les automates alternants en soulignant les liens avec la théorie des jeux.

La encore, nous présentons tout d’abord la notion dans le cadre booléen (section 7.7.1)
pour ensuite 'adapter aux fonctions de cott (section 7.7.2)

7.7.1 Déterminisme en histoire pour les automates booléens

Il s’agit de définir une notion de stratégie pour les automates alternants. Fixons nous
donc un automate alternant booléen A = (Q, A, qp, W, §). Cette notion étend celle de stra-
tégie dans un jeu, et il est donc bon de garder en téte la définition d’une stratégie dans un
jeu (page 106).

Une stratégie de traduction pour Eve op (ou plus simplement une stratégie) dans
Pautomate A est un ensemble de chemins dans A d’origine gy décrits comme des mots sur
(Ap, A1) (vu comme un alphabet avec terminateur) et tel que :

— o est topologiquement clos,

— pour tout chemin partiel 7 € pref(og) se terminant en ¢ € @ et pour toute lettre

a€ A

Noelr.a = 6dqa), (7.2)

ou og[m,al = {(t € A(q,a) : wt € pref(og)}.
Il est assez clair que cette définition coincide avec la notion de stratégie dans les jeux dans
le cas de I'alphabet entrée I. Il s’agit en fait d’une sorte de «stratégie générique», que 'on
peut utiliser sur les jeux de la forme G(A, u).
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Etant donnés une stratégie de traduction pour Eve o et un mot w sur I’alphabet
d’entrée, la stratégie induite par op sur u est :

O-% = {(pOaclapl)(p17027p2) B
(po,a1,c1,p1)(p1,az, co,p2)... €op, u=ayaz...}.

Il s’agit d’une stratégie pour Eve dans le jeu G(A,u). De maniére duale, si o4 est une
stratégie de traduction pour Adam, et u est un mot en entrée de 'automate, alors il existe
une stratégie induite par oa sur u, notée o} qui est une stratégie pour Adam dans le jeu
de G(A, u).

Un automate alternant booléen A de condition d’acceptation W est dit déterministe
en histoire s'il existe deux stratégies de traduction og et oa, pour Eve et pour Adam
respectivement, telles que pour tout mot u, 'une des deux situations suivantes est satisfaite :

— soit o est une stratégie gagnante pour Eve dans le jeu G(A, u),

— soit o est une stratégie gagnante pour Adam dans le jeu G(A, u).

Remarquons que cette propriété implique que G(A,u) est déterminé pour tout w. Il est
assez évident que si un automate alternant est déterministe en histoire, alors son dual 'est
aussi. Il suffit pour cela d’échanger les stratégies de traduction d’Eve et d’Adam.

En pratique, dans les preuves, nous établissons la propriété équivalente suivante :

— pour toute partie (pg, a1, c1,p1) - € Og, si ajaz ... est accepté par A, alors cicp - -+ €

w,
— pour toute partie (pg,ai,c1,p1) -+ € oa, si ajaz... n'est pas accepté par A, alors
ciea-- € W.

Remarque 7.22 (cas des jeux). Dans le cas des jeux, c’est a dire le cas ou l'alphabet en
entrée est I (voir la remarque 7.16), la notion de stratégie de traduction coincide avec la
notion de stratégie, et un jeu, vu comme un automate alternant sur 'alphabet I, est déter-
ministe en histoire si et seulement si le jeu est déterminé. Ainsi, une facon de comprendre
la notion de déterminisme en histoire est comme un extension aux automates de la notion
de détermination dans les jeux.

Dans ce document, la notion de déterminisme en histoire est le plus souvent utilisée
pour les automates non-déterministes. La remarque suivante détaille ce point.

Remarque 7.23 (cas des automates non-déterministes ou universels). Remarquons que si
I'automate est universel, alors I'implication (7.2) revient a énoncer

/\UE[Tr,a] = /\A(q,a) ,

ce qui équivaut a og[m,a] = A(m, a). Pour cette raison, il n’existe qu'une et une seule
stratégie de traduction pour Eve, celle qui contient tous les chemins de I’automate. (Par
analogie, dans un jeu dans lequel Eve ne joue jamais, alors il n’existe qu’une stratégie
pour Eve, puisqu’elle n’a jamais 1’occasion de jouer.) De maniére duale, si automate est
non-déterministe, alors il n’existe qu’une et une seule stratégie de traduction pour Adam.
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Pour cette raison, dans le cas d’un automate non-déterministe, la notion de déterminisme
en histoire peut étre simplifiée. Un automate non-déterministe est déterministe en histoire
s'il existe une stratégie de traduction o pour Eve telle que pour tout mot u accepté par
l'automate, o est une stratégie gagnante pour Eve dans le jeu G(A, u).

Exemple 7.24. Tous les automates déterministes sont déterministes en histoire. Dans ce
cas la stratégie est simplement I’ensemble des chemins issus de ’état initial dans ’auto-
mate. Nous verrons que dans le cas des langages réguliers, il n’existe pas vraiment d’autres
exemples d’automates déterministes en histoire (théoréme 7.25).

L’automate suivant n’est pas déterministe en histoire.

@

En effet, cet automate accepte tous les mots (sur la lettre a), sauf le mot vide OJ. En revanche,
il n’existe aucune stratégies de traduction o qui le rende déterministe en histoire. Pour
raisonner correctement, listons les transitions de cet automate :

(p7 a, _7p>7 (pa a, —, Q)7 (q7 a, faux7 J—)7 (p7 |:|7 faux, J—)7 (q7 |:|7 Vraiv J—)

L’automate accepte le mot ald. Cela signifie que Eve gagne le jeu G(A, aJ). La seule fa-
con pour Eve de gagner ce jeu est de jouer (p, —,q)(q,0, L). Donc nécessairement U%D =
{(p,a,q)(q,vrai, L)}. Par conséquent, nécessairement, (p,a,—,q)(q,0,vrai, L) € o, et
donc (p,a,—,q) € pref(og). L’implication 7.2 entraine alors que (p, a,—, ¢)(q, a, faux, L) €
og. Par conséquent, U%“D ne gagne pas le jeu G(A, aald). Cela contredit le déterminisme en
histoire puisque aall est accepté par 'automate.

Nous verrons que cela pouvait s’obtenir directement au moyen du théoréme 7.25 qui
énonce qu’un automate non-déterministe de mot fini est déterministe en histoire si et seule-
ment si il peut étre rendu déterministe (tout en acceptant le méme langage) en retirant des
transitions. Bien entendu, I’automate ci-dessus ne peut pas étre déterminisé de la sorte.

Une fagon d’appréhender la distinction entre le déterminisme usuel et le déterminisme en
histoire, est de considérer que le déterminisme standard est un déterminisme «syntaxique»,
c’est a dire que la stratégie & appliquer est claire puisqu’il n’existe qu’une et une seule
transition possible pour chaque paire (état,lettre). La situation est différente dans le cas du
déterminisme en histoire, pour lequel le choix de la transition est donné & la stratégie. La
stratégie peut faire référence au passé de 1’exécution (I’histoire) pour faire son choix, alors
que le déterminisme usuel détermine la transition & appliquer uniquement en fonction de
I’état courant, qui est une information «syntaxique».

Dans le cas des automates non-déterministes de mot fini, les automates déterministes
en histoire sont bien compris.
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Théoréme 7.25 (C. [20] et [67] pour Palgorithme). Un automate fini non-déterministe
booléen de mot fini est déterministe en histoire si et seulement s’il peut étre rendu déter-
ministe en retirant des transitions et en me gardant qu’un état initial, tout en acceptant
toujours le méme langage.

Cette propriété se teste en temps polynomial et l'automate déterministe se produit en
temps polynomial.

La propriété n’est plus vraie pour les automates de mots infinis.

Proposition 7.26 (Boker [11]). I existe un automate non-déterministe de Biichi détermi-
niste en histoire qui ne peut étre rendu déterministe par élimination de transitions.

La conjecture dans le cas des mots infinis est la suivante.

Conjecture 7.27. Pour tout automate déterministe en histoire de parité sur les mots
infinis, il existe un automate de parité déterministe ayant au plus le méme nombre d’états,
et acceptant le méme langage.

Ce que signifie le résultat ci-dessus, ainsi que la conjecture, est qu’il n’y a pas grand chose
& gagner a raffiner la notion de déterminisme et la remplacer par la notion de déterminisme
en histoire dans la théorie des langages réguliers.

Nous allons voir au cours du chapitre suivant que, dans le contexte des fonctions de
coflit, la situation change radicalement, et la notion de déterminisme en histoire devient
incontournable.

7.7.2 Déterminisme en histoire pour les automates a cofit

La notion de déterminisme en histoire s’adapte assez naturellement au cas des automates
a coiit. La seule subtilité est qu’une fonction de correction doit étre ajoutée (tout comme
pour la définition de I’~-mémoire) et qu’une stratégie de traduction doit étre donnée pour
chaque n.

Un automate alternant A = (Q, A, qo, O,d) d’objectif O = (C, f,min) (le cas max
s’obtient par dualité) est a-déterministe en histoire pour une fonction de correction «
si pour tout entier n il existe une paire de stratégie de traduction o et o4 pour Eve et
Adam respectivement, telles que pour tout mot wu,

— soit la stratégie d’Eve o% est gagnante dans le jeu G(A, u)[On ()]

— soit la stratégie d’Adam o{ est gagnante dans le jeu G(A, u)[Oy].

Remarquons que, contrairement au cas booléen, les deux cas peuvent étre vrai simultané-
ment pour un méme mot u.

Exemple 7.28. L’automate suivant est un B-automate & 1 compteur, déterministe en
histoire, qui accepte la fonction minseg de I'exemple 5.6, c’est & dire la fonction qui &
a™ba™ ...ba" associe min(ny,...,nk) :
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a:e a:ic a,b:e

é«é

Montrer que cet automate est bien déterministe en histoire (dans le cas présent pour o = Id)
et accepte bien la fonction minseg se fait en deux étapes. Il s’agit (a) de montrer que si cet
automate n-accepte un mot wu, alors minseg(u) < n, et (b) montrer que pour tout entier n,
il existe une stratégie de traduction telle que pour tout mot u tel que minseg(u) < n, u est
accepté par 'automate en suivant la stratégie de traduction.

b:e

(a) Supposons qu’il existe une n-exécution sur un mot u. Cela signifie que la valeur du
compteur ne dépasse jamais n. Ainsi, 'automate était nécessairement dans ’état ¢ avec
pour valeur du compteur 0 (c.-a-d. aprés un b ou le début du mot) puis a lu une séquence
d’au plus n occurrences consécutives de la lettre a, suivie d’une lettre b, ou de la fin du
mot. Il s’ensuit que minseg(u) < n.

(b) 11 s’agit de décrire la stratégie de traduction pour une valeur de n fixée. Le seul cas
ou il peut y avoir ambiguité est le cas de 'automate dans I'état ¢, lisant la lettre a. En
effet, dans ce cas, "automate doit choisir entre aller en p (appelons ce choix «abandonner )
ou rester en ¢, en incrémentant le compteur (appelons ce choix «continuers). Considérons
la stratégie de traduction ¢,, telle que dans I’état ¢, en lisant la lettre a en entrée :

— ¢i la valeur du compteur est au plus n — 1, alors §,, choisit la transition «continue»,

— sinon (si la valeur est n), alors §,, choisit la transition «abandonne».

Remarquons tout d’abord que, en suivant cette stratégie, le compteur ne peut jamais dé-
passer la valeur n.

Considérons maintenant un mot u tel que minseg(u) < n. Remarquons aussi que si
I’automate commence, en suivant d,, a lire un segment de a dans I’état ¢, alors le compteur
& cet instant posséde une valeur nulle. Si de plus ce segment a une longueur inférieure ou
égale a n, alors 'automate est toujours dans I'état ¢ a la fin de ce segment (en suivant J,,!).
Ainsi, & la fin du premier segment de a de longueur au plus n apparaissant dans le mot,
l’automate se trouve dans I'état ¢. Si le mot se termine & ce moment, il est accepté, car ¢
est final. Sinon, si le mot continue par un b, alors 'automate passe dans 1’état r, et accepte
inéluctablement le mot w car r est final également.

Nous aurons 'occasion d’utiliser au cours de ce travail plusieurs automates déterministes
en histoire, pour des raisons différentes. Nous allons présenter ces résultats dans la suite de
cette section. La proposition 7.29 met en relation les objectifs S et —B. Elle sera utilisée en
particulier toutes les fois que la combinatoire de la condition S sera problématique. Nous
verrons ensuite la proposition 7.30 qui permet de passer de I'objectif B a 1’objectif hB.

La proposition suivante nous permet de passer de l'objectif S & 'objectif —B et vis-
versa. En particulier, c’est grice a ce résultat que nous ne chercherons jamais & résoudre
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directement les jeux impliquant des conditions S, puisque nous avons la possibilité de les
transformer en jeux n’utilisant que la condition —B, qui eux possédent de meilleures pro-
priétés.

Proposition 7.29. Il existe un —B-automate universel déterministe en histoire pour I’ob-

jectif S. Il existe un S-automate non-déterministe déterministe en histoire pour l’objectif
—B.

Démonstration. Nous n’effectuons que la premiére de ces réductions (la seule qui nous inté-
resse pou la suite), et seulement pour un unique compteur. Pour un nombre plus grand de
compteurs, il suffit d’effectuer une telle construction de maniére concurrente pour chaque
compteur (voir aussi section 7.8.3 pour traiter de ’exécution concurrente de plusieurs condi-
tions).

e
Q

Dans cette description, nous avons omis les terminateurs. Ainsi, de tout état, une transition
0 : 0 est possible, ainsi, qu'une transition oo : co. Le fonctionnement de cet automate est
trés similaire & celui de 'exemple 7.28. CQFD

Une autre remarque importante est que tout automate déterministe est déterministe en
histoire. En fait, nous avons déja vu dans la partie sur les mots un automate déterministe
important : «l’enregistrement de derniére apparition». Ainsi, la proposition suivante est
tous simplement une présentation différente du théoréme 5.19.

Proposition 7.30. Il existe un hB-automate déterministe pour B. Les deux objectifs utilisent
le méme nombre de compteurs. Il existe un —hB-automate déterministe pour —B. Les deux
objectifs utilisent le méme nombre de compteurs.

Remarquons qu’il s’agit en fait deux fois du méme automate, et seule la condition
d’acceptation change. Cette proposition nous permet de passer directement d’une condition
B & une condition hB, et d’une condition —B & une condition —hB. Comme les conditions
hiérarchisées ont de meilleures propriétés de mémoire, cela permet, 1a encore, de simplifier
certains problémes.

La proposition précédente illustrait & quel point il faut étre attentif & la différence entre
B et —B. Or, nous avons vu que, essentiellement, B équivaut a —B A accessibilité, ainsi
que —B équivaut a B A accessibilité. Comme les conditions de Biichi et de co-Biichi
permettent d’exprimer les conditions d’accessibilité, nous en tirons la proposition suivante.
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Proposition 7.31. II existe un —B A Biichi-automate non-déterministe pour BV Biichi. II
existe un B A Biichi-automate non-déterministe pour —B V Biichi.

Nous avons rencontré la proposition 5.16 qui énoncait que les fonctions réguliéres de
colit sur les mots finis n’étaient pas toutes acceptées par des B-automates déterministes. Ce
point négatif est contrebalancé par le fait que toutes les fonctions de cofit réguliéres sont
acceptées par des automates a cotit déterministes en histoire.

Théoréme 7.32 (Theoréme 1 dans [25]). Pour toute fonction réguliére de codt f sur les
mots finis, il existe effectivement un B-automate non-déterministe déterministe en histoire
pour f et un S-automate non-déterministe déterministe en histoire pour f.

Il est possible d’en déduire un résultat 1légérement plus général pour les conditions de
stireté, par passage a la limite.

Corollaire 7.33. Si f est une fonction réguliere de coit sur les mots finis, alors
— la fonction qui a chaque mot infini v associe

S (v) = sup{f(u) : wu préfize fini de v} ,

est acceptée par un hB-automate non-déterministe, déterministe en histoire.
— la fonction qui a chaque mot infini associe

it (w) = inf{f(u) : u préfize fini de v} ,

est acceptée par un S-automate non-déterministe, déterministe en histoire, et égale-
ment par un —B-automate universel déterministe en histoire

Il s’agit d’une construction élémentaire : I’automate pour f est vu comme un automate
de mot fini, qui doit rester dans un état acceptant/rejetant (sinon, ’exécution s’arréte). Il
est aisé de vérifier que cette construction est correcte.

Remarque 7.34. On pourrait se demander si, par exemple, fi™ peut étre accepté par un
B-automate déterministe en histoire. La réponse et non, et ce indépendamment du fait
que 'automate soit alternant ou non-déterministe, et indépendamment du fait qu’il soit
déterministe en histoire. Le probléme, est que le B-automate doit étre capable de trouver un
préfixe témoin du fait que f™(v) < n. Or, la condition B,, est par nature topologiquement
close, c.-a-d. qu’elle ne peut que vérifier que tous les préfixes satisfont une propriété. En
revanche elle ne permet pas de garantir qu’il existe un préfixe satisfaisant un propriété
donnée.

Précisons ce contre-exemple. Considérons un B-automate sur les mots infinis acceptant
une fonction g et un entier k, il est aisé de construire un automate de siireté (dont toutes
les exécutions sont acceptantes) qui reconnait le langage

Ly={v : g(v) <k}.
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En effet, il suffit de maintenir dans les états de ’automate la valeur du compteur, jusqu’a
k.

Considérons maintenant la fonction f qui & un mot fini u associe 0 si uw contient la
lettre a, et oo sinon. La fonction f™f associe alors & un mot infini la valeur 0 s’il contient
un a, et la valeur oo sinon. Supposons qu’un B-automate accepte un fonction g qui soit
~-équivalent & £, Cela signifie qu’il existe un entier k tel que si f™(v) =0, g(v) <k, et
sinon, g(v) = oo. Ainsi, le langage L, ci-dessus contiendra exactement les mots possédant
une occurrence de la lettre a. Pourtant, il est bien connu qu’il n’existe pas d’automate de
stireté pour ce langage.

Ainsi, cette impossibilité est entiérement héritée de la théorie classique.

En fait, en utilisant des techniques similaires au cas des mots finis, il est possible d’établir
le résultat plus général suivant.

Théoréme 7.35 (non-publié¢). Etant donné une fonction de cott réguliére sur les mots
nfinis f, alors
— f est effectivement acceptée par un B A parité-automate non-déterministe, détermi-
niste en histoire,
— et f est effectivement acceptée par un S A parité-automate non-déterministe, déter-
ministe en histoire.

7.8 La composition d’automates alternants

La motivation premiére pour introduire les automates déterministes en histoire est la
possibilité de résoudre des jeux. C’est la raison pour laquelle ces automates ont été introduits
dans le cas des langages sous le nom d’automates «bons pour résoudre les jeux» [17]. Au
cours de cette section, nous développons cet aspect. En fait, la présentation donnée ici est
plus générale puisqu’elle consiste & unifier les automates et les jeux, et par la méme a décrire
des constructions générales qui, comme cas particulier, permettent de résoudre les jeux.

Comme dans les section précédentes, nous commencgons par présenter ’approche dans
le cas booléens (section 7.8.1) puis dans le cas des fonctions de cotit (section 7.8.2).

7.8.1 Composition d’automates booléens

Principe de la composition. Il est possible de définir une notion de composition sur les
automates. Un automate alternant A peut en effet étre vu comme une machine réduisant
I'acceptation du mot en entrée a& une combinaison booléenne positive de questions concer-
nant la condition d’acceptation : la disjonction sur toutes les stratégies possibles de Eve
dans le jeu G(A,u) de la conjonction sur toutes les parties qu’elle contient, de propriétés
de la forme «la partie est gagnante pour Eve». Vu comme cela, composer des automates
consiste simplement & effectuer une substitution de formules, capturant la composition des
réductions.
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Composition sémantique. Notre objectif est (en version booléenne) de transformer un
automate alternant A pour le langage L utilisant la condition de gain K et un automate
alternant B pour le langage K utilisant la condition de gain W en un automate alternant
pour le langage L utilisant la condition de gain W.

Composition syntazique. La particularité des automates est qu’ils ne peuvent construire
cette combinaison booléenne que progressivement, au fur et & mesure que le mot en entrée est
consommé. Pour cette raison, il est impossible d’implémenter ’opération de composition en
général. Il existe néanmoins une fagon naturelle de composer syntaxiquement les automates
alternants, que nous décrivons dans la suite de cette section. Cette composition syntaxique
est incorrecte en général. Nous verrons que la notion de déterminisme en histoire réconcilie
la notions de «composition syntaxique» avec celle de «composition sémantique».

Une approche naturelle consiste & construire un automate produit qui exécute ’auto-
mate A, puis, & chaque fois qu'une lettre de I’alphabet de S est produite, exécute immé-
diatement une transition de B correspondante. Cette construction est en général incorrecte
(en ce sens qu’elle n’effectue pas la composition sémantique des automates). En fait elle est
correcte si A ou B est déterministe. Elle est aussi correcte si les deux automates sont non-
déterministes (ou tous deux universels). Nous verrons que si 'automate B est déterministe
en histoire, cette comstruction est encore correcte.

Considérons deux automates alternants a coit A = (Q 4, A, qo, 64, Wa) et B=(Q5,B, g0, 5, Wg)
tels que B accepte le langage W 4. L’automate A< B obtenu par composition (syntaxique)
de A avec B est tel que :

— son alphabet d’entrée est A et sa condition d’acceptation W,
— P'ensemble d’états est Q4 X @B,
— pour tous p € Qa, ¢ € Qp et a € A, 5((p,q), a) se définit comme :

(p7 a7 b7 p,) %
OA®:a) | s )@ b e ) — (pag)ase, 0 d))] | (7:3)

Remarquons dans cette expression que, si a ou b sont des terminateurs, alors ¢ ’est
nécessairement aussi, et dans ce cas ¢’ est L. Nous prenons comme convention que
@, 1) =1
En gardant en mémoire que tout jeu peut étre vu comme un automate alternant (re-
marque 7.16), il est naturel d’appliquer cette construction produit aussi pour composer un
jeu avec un automate.

Exemple 7.36. L’exemple consiste & composer un jeu G (c.-a-d. un automate avec l'al-
phabet I en entrée) sur un alphabet B contenant une lettre a et deux terminateurs b, ¢ avec
un automate alternant sur les mots finis :
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W = B>

a: —

Le jeu ne posséde que deux parties (p,a,q)(q,b, L) et (p,a,q)(g,c, L) et la condition d’ac-

ceptation est que tous les mots sont gagnants. L’automate accepte bien tous les mots de

B>. Une composition sémantique correcte devrait donc produire un jeu gagné par Eve.
Pourtant, le résultat du produit syntaxique du jeu avec ’automate est le suivant :

Ce jeu est bien évidemment perdant pour Eve, et ne correspond donc pas & la composition
sémantique. La raison de ce probléme est évidente. L’automate A est non-déterministe, et
lors de la premiére transition par a, il devine si le terminateur du mot en entrée est b ou
c. Or dans le jeu G, Adam a la possibilité d’attendre un coup, en produisant la lettre a, ce
qui force Eve, dans le jeu G < A, a deviner si le terminateur sera b ou ¢. Adam a alors la
possibilité de choisir de produire b ou ¢ de telle sorte que le choix d’Eve s’avére incorrect.
En d’autres termes, Eve est forcée de faire un choix, qu’Adam connait, et dont il tire parti
pour gagner le jeu.

Comme mentionné précédemment, la raison de 'introduction de la notion de détermi-
nisme en histoire est que les automates déterministes en histoire se composent bien avec
les jeux (contrairement aux automates généraux comme le montre I’exemple précédent). La
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proposition suivante est plus générale puisqu’elle fait référence a la composition d’automates
alternants.

Proposition 7.37. Si A et B sont deur automates alternants, tels que le langage de B
coincide avec la condition d’acceptation de A, alors :
— si B est déterministe en histoire, alors A et A< B acceptent le méme langage,
- s1 A et B sont tous deux déterministes en histoire, alors A< B est déterministe en
histoire.

Démonstration. Fixons dans cette preuve deux automates alternants :
A= (QAaAaQ()4>WA35A) et A= (QBaBaqéngBaéB) )

tels que le langage accepté par B est W 4. Le cceur de la preuve consiste a décrire comment
composer les stratégies de traduction dans A et dans B pour produire des stratégies de
traduction dans A < B. La preuve commence par décrire cette opération de composition, et
& montrer que cela produit bien une stratégie de traduction dans A < B. Elle continue en
établissant le résultat pour la composition d’automates déterministes en histoire, puis pour
la composition d’un jeu avec un automate déterministe en histoire, puis finalement pour la
composition d’un automate avec un automate déterministe en histoire.

Composition de stratégies de traduction. Soit o une stratégie de traduction pour Eve dans
A et 7 une stratégie de traduction pour Eve dans B, la stratégie composée o <7g est :

or <ATE = {((P0, ), a1, c1, (p1,q1))((p1, q1), a2, c2, (P2,42)) ... =
(po, a1, b1,p1)(p1,a2,b2,p2) - -+ € 0,
(g0, b1,c1,q1)(q1,b2,¢2,q2) - - € TR}

Prouvons tout d’abord qu’il s’agit bien d’une stratégie de traduction pour Eve dans A<B. Il
est évident que o <7g est topologiquement clos. Il s’agit maintenant d’établir I'implication
(7.2) pour toute partie partielle 7 € pref(cp < 7g) se terminant en (p, q) et toute lettre a.
Remarquons tout d’abord que par construction de o < 7, il existe

m = (po,a1,b1,p1) ... (Pr—1, ak, b, pi) - - - € pref(oE) ,
et 7T/ = (q(]ablaclaql) cee (qk‘—lvbkwck’)(ﬂi‘) RS p?”Ef(TE) )

(avec p = pg et ¢ = qx) telles que
7T// = ((pﬂv q0)7 ai, C1, (p17 Q1)) o ((pk:—la Qk—1)7 af, Ck, (pkn Qk)) .

Nous obtenons donc, par construction de o <7g :

(opatp)r” a] = U U  {wa.ac®.d))},

(p,a,b,p’)GCfE [ﬂ-va} (‘Lb,cqu)eTE [ﬂ—/:b}
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ce qui se traduit directement en termes logiques par I’équivalence entre A ((ocp < 7g)[”, a])
et :

(pvavbzp,) —
</\ GE[W’G]) |: (/\ TE[ﬂva]) [((Lb? ¢, q/) «— ((p7 Q)7a7c’ (p,’q/))]

Remarquons ici qu’il s’agit exactement de la méme expression que pour la définition de
d((p,q),a) dans la composition syntaxique des automates (7.3), dans laquelle d 4(p, a) est
remplacé par A\ og[r,a] et 5(q,b) par A\ 7g[7’,b]. Comme par hypothése o et 7 sont des
stratégies de traduction, nous avons

/\UE[Tr,a] = d4(p,a) et /\TE[ﬂ'/,b] = 05(q,b) .

Comme de plus les formules ne contiennent pas de négations, il s’ensuit que A(og <
)7, a] = §((p, q),a), ce qui établit 'implication (7.2). o <7 est donc bien une stratégie
de traduction sur 'automate A < B.

Composition d’un déterministe en histoire avec un déterministe en histoire. Intéressons nous
maintenant au cas de A et B déterministes en histoire. Soit og,04 et Tg, T4 les stratégies
de traduction correspondantes. Il s’agit de montrer que og < 7,04 4 T4 témoignent bien
du déterminisme en histoire de A < B. Considérons donc un mot v = ay ..., et supposons
qu'il est accepté par A. Considérons maintenant une partie

((po,qo),ar,c1,(p1,q1)) - € (OE<TE) .

Il s’agit de montrer que cico--- € Wg. Pour cela, remarquons tout d’abord qu’il existe
biba... tel que (a) (po,a1,b1,p1) -+ € og, et (b) (go,b1,¢1,q1) -+ € 7. Comme op té-
moigne du déterminisme en histoire, nous déduisons de (a) que biby - - - € W 4. Cela signifie
par hypothése que b1bs ... est accepté par B. Comme cette fois-ci 7 témoigne du détermi-
nisme en histoire de B, nous obtenons de (b) que cica--- € Wg. Ainsi, (0g <7g)" est une
stratégie gagnante pour Eve dans le jeu G(A<B,u). De maniére duale si u n’est pas accepté
par A, alors (04 < 74)" est une stratégie gagnante pour Adam dans le jeu G(A < B, u).
Il s’ensuit que (a) A et A< B acceptent le méme langage, et que (b) de plus A < B est
déterministe en histoire. Ainsi, le deuxiéme point de la proposition est établi.

Composition d’un jeu avec un déterministe en histoire. Considérons maintenant le cas d’un
jeu G (déterminé) et d’un automaton B déterministe en histoire, et montrons que G et G<BB
sont gagnés par le méme joueur. Cela se déduit directement du cas précédent, en effet, un
jeu est un automate alternant sur l’alphabet en entrée I. Nous avons vu (remarque 7.22)
que le jeu est déterminé si et seulement si 'automate est déterministe en histoire. Nous
pouvons donc appliquer le cas précédent, et obtenir que (d’aprés (b)) G<B est déterministe
en histoire, c’est a dire déterminé, et que (d’aprés (a)) le langage accepté par G et G < B
sont les mémes, c.-d-d. que G et G < B ont le méme vainqueur.

Composition d’un automate alternant avec un déterministe en histoire. Considérons main-
tenant la composition d’un automate A avec un automate déterministe en histoire B. Soit
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u un mot accepté par A, alors Eve gagne le jeu G(A,u). Il s’ensuit que (cas précédent) Eve
gagne le jeu G(A,u) < B. Ce jeu est (& renommage des positions prés) égal & G(A<B,u) (il
s’agit d’une forme d’associativité de la composition syntaxique). Il s’ensuit que Eve gagne
le jeu G(A < B,u), et par conséquent A < B accepte le mot u. Dualement, si u n’est pas
accepté par A, alors il ne I’est pas non plus par A< B. Ainsi, A et A< B acceptent le méme
langage. CQFD

7.8.2 Composition d’automates a cofit

Tout comme pour les automates booléens, il est possible de composer des automates a
cotlit. Nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 7.38. Si A et B sont deux automates alternants de codt ayant le méme
paramétre d’optimisation (min ou max), et tels que la fonction de cott de B coincide avec
la fonction de codt de l'objectif d’A, alors :
— si B est déterministe en histoire, alors A et A<B acceptent la méme fonction de cott,
- si A et B sont tous deux déterministes en histoire, alors A< B est déterministe en
histoire.

La preuve est similaire a celle de la Proposition 7.37.

7.8.3 Composition paralléle

Il existe une autre facon de composer deux automates déterministes en histoire, la
composition paralléle. Typiquement, dans le cadre des automates déterministes, si nous
disposons d’un W-automate déterministe pour le langage L, et d’'un W’ -automate déter-
ministe pour le langage L', alors il est possible de construire un W A W’-automate pour le
langage L A L' (resp. un W A W’ -automate pour le langage LV L) ou

WAW ={uxv : ueWetve W},
et WVW ={uxv:ueWouveW}.

oll u X v représente le mot sur I'alphabet produit qui, projeté sur la premiére composante
donne u, et projeté sur la deuxiéme composante donne v.

Une telle construction est possible pour les automates déterministes en histoire. La seule
subtilité provient des terminateurs. En effet, le principe est de construire un automate
qui exécute de maniére concurrente les deux automates dont il est le produit. Si jamais
I’exécution de I'un se termine prématurément, il peut étre nécessaire de continuer I’exécution
de 'autre automate.

Nous commencons par traiter le cas des automates préservant la longueur pour lesquels
ce type de complications ne se produit pas.
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Lemme 7.39. Soit A un W-automate déterministe en histoire pour le langage L préservant
la longueur, et L' un autre langage, alors l'automate peut étre transformé en un W A L'-
automate (W V L'-automate) déterministe en histoire pour le langage L N L' (resp. L V
L’) qui préserve la longueur. De plus, si W est non-déterministe (resp. universel, resp.
déterministe), alors l'automate résultat l'est aussi.

Démonstration. 11 suffit d’enrichir I'automate de sorte qu’il copie la deuxiéme composante
de son entrée. Ainsi, il s’agit de prendre 'automate A, de garder ses états et son état initial,
et de définir comme fonctions de transitions

&' (p, (a,b)) = d(p, a)[(p, a, ¢, q) < (p, (a,b), (c,),q)] -
Il est aisé de vérifier qu’un tel automate a les propriétés annoncées. CQFD
Le résultat est donc que 'on peut simultanément transformer plusieurs conditions.

Lemme 7.40. Si A est un W-automate déterministe en histoire préservant la longueur
pour le langage L et A" est un W'-automate déterministe en histoire préservant la longueur
pour le langage L', alors il existe un W A W'-automate (resp. un W vV W'-automate) A"
déterministe en histoire pour le langage L N L' (resp. LV L'). De plus, si A et A" sont
non-déterministes (resp. universel, resp. déterministe), alors l’automate résultat l’est aussi.

Démonstration. En effet, d’aprés le lemme précédent, il existe un W A L'-automate déter-
ministe en histoire B pour le langage L A L’ et il existe un W A W’ automate déterministe
en histoire B’ pour le langage W A L. En composant ces deux automates grace a la pro-
position 7.37, nous obtenons un W A W'-automate déterministe en histoire pour le langage
LAL. CQFD

Il nous reste a traiter le cas des automates qui ne préservent pas la longueur.

Proposition 7.41. Supposons que W et W’ sont des conditions ayant la propriété d’élas-
ticité, alors, A est un W-automate déterministe en histoire pour le langage L et A" est un
W'-automate déterministe en histoire préservant la longueur pour le langage L', alors il
existe un W A W' -automate A" déterministe en histoire pour le langage L N L'.

De plus, si A et A" sont universels, alors l’automate pour L N L' est aussi universel.

Démonstration. L’idée de la preuve est de se ramener tout d’abord a des automates préser-
vant la longueur, sur lesquels nous pouvons appliquer le résultat précédent. Cela est possible
au prix d’enrichir les conditions W et W’. Dans un deuxiéme temps, une composition avec
un automate déterministe en histoire permet de revenir aux conditions W et W’ originales.
Cet automate déterministe en histoire nécessite ’hypothése d’élasticité pour étre défini.

Ainsi, pour la condition W sur 'alphabet avec terminateur A, il s’agit de construire une
nouvelle condition X sur I’alphabet B dont les caractéristiques sont les suivantes.
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1. By = A UAJ{) U{ni} et By = AgU{no}, ou AJ{) ={c' : c€ Ag}, et ng et ny sont des
nouveaux symboles.

2. Un mot sur ce nouvel alphabet sera dit correct s’il appartient & :
AY 4+ ATAg + ATATnIng + ATAInY .

En d’autres termes, il s’agit des mots sur 'alphabet A, éventuellement prolongés par
un mot de n{ 4+ njng, que nous appellerons complété. Dans ce cas, le terminateur ¢
est remplacé par sa variante ¢f. Le mot original est simplement dénoté m(u).

3. Un mot correct u est dans X si et seulement si 7(u) € W.

La condition X’ s’obtient de maniére similaire.

Il est aisé de transformer un W-automate en un X-automate préservant la longueur. Il
suffit pour cela de rallonger les exécutions en se servant des symboles nq, et ng. Remarquons
que cette construction ne peut que produire des mots corrects.

Soient B et B’ les automates obtenus de la sorte a partir de A et A’. Ces automates
possédent toutes les caractéristiques de A et A’ et en particulier le déterminisme en histoire.
Ils acceptents aussi les langages L et L’ respectivement.

Nous pouvons donc appliquer le lemme 7.40. Nous obtenons alors un X A X’-automate
C pour L A L'. Tl s’agit de le transformer en un W A W'-automate. Pour cela, il nous suffit
de produire un W A W'-automate pour X A X’ déterministe en histoire, et de le composer
avec C.

Cet automate est particuliérement simple. Soient T1, To, T5, T( les témoins d’élasticité
de W et W’. L’alphabet en entrée est B x B’. L’automate posséde trois états p, g, d. L’état
initial est p et signifie qu’il faut suivre a la fois la composante A et la composante A’ de
Ientrée. L’état g signifie qu’il ne reste que la composante A & suivre, la composante A’
étant déja entrée dans son complété. L’état d joue le méme role pour la composante A’
Formellement, la fonction de transition est définie comme suit, pour ag € Ag, a1 € Ay, af €

6 et a] € A} (certains parameétres sont remplacés par — pour simplifie la présentation) :

5(p7 (a’17 aé]T

)
5(1)’ (aOTaall) =\ Tlaall)vd) (_7_7(a03T6)3J-)
6(1)7 (allTvaéJT) =\ all,a()),J_)
(5(97 (ahnl)) = (_7 ) (a’lv Tll)v J—) 5(d7 (nl’all)) = (_7 ) (Tlv al))
(5(9, (CLOT: nl)) = (_7 —, (a0, TB)? J—) 5(d7 (nh a6T)) = (_7 ) (TOv a6)7 J—)
5(97 (a0> nO)) = (_7 ™ (GO, T6)7 J—) 5(d7 (no, aO)) = (_7 K (aoa T0)7 J—)

et tous les autres cas sont indéterminés. CQFD
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Ces constructions sont tout a fait générales, et nous les utiliserons dans le cadre des
jeux de coiit comme des jeux de domination (section suivante) sans plus de précaution.

7.9 Jeux de domination finis

Nous avons considéré pour l'instant des jeux de coiit, qu’ils soient finis ou infinis. Ils
servent & décrire des valeurs entiéres. D’autre types de jeux sont également a considérer,
finis, mais avec des conditions de gain plus complexes : les jeux de domination.

Remarquons que les deux types de jeux (jeux de cotlt et jeux de domination) sont
différents, et utilisés dans des contextes différents. Les deux objets sont nécessaires au dé-
veloppement de la théorie. Les jeux de cofit servent a modéliser le comportement d’un
automate, et I’étude des stratégies gagnantes sur des arénes quelconques (possiblement infi-
nies) est nécessaire pour prouver la correction de certaines constructions sur les automates.
Les jeux de domination quant & eux servent aux procédures de décision, il s’agit de jeux
sur des arénes finies, destinés a étre représentés en machine, et dont il faut déterminer algo-
rithmiquement le vainqueur. Dans la théorie des mots et des arbres infinis, ces deux types
de jeux sont de méme nature. Seul le caractére fini de certains différe. (En fait, & plus haut
niveau, quand «l’ordre supérieur» est ajouté aux fonctions de cotit, voir piste page 186, ces
différents types de jeu sont réunifiés).

Commengons par définir les jeux auxquels nous nous intéressons dans ce cadre. Leurs
objectifs sont un peu plus compliqués que dans le jeux de coiit. En effet, ces jeux servent a
exprimer la domination entre deux fonctions. Ainsi, I’objectif du joueur qui cherche & infir-
mer cette domination est de trouver un témoin de non domination pour lequel la premiére
fonction n’est pas bornée, alors que la seconde l'est. Le joueur a donc un double objectif :
a la fois maximiser une fonction, et en minimiser une autre.

Un jeu de domination est un jeu (V, v, d, Opmin, Omax) tel que d’une part (V, vg, d, Omin )
est un jeu de cott dont l'objectif Opin = (C, f,min) est & minimiser, et d’autre part
(V,v0, 8, Omax) est un jeu de cott dont 'objectif Opax = (C, g, max) est & maximiser. Nous
dirons que Eve gagne le jeu de domination s’il existe un entier n tel que pour tout
entier m il existe une stratégie pour Eve o qui gagne pour (Omin)n N (Omax)m- Nous ferons
aussi référence a un tel jeu comme & un jeu d’objectif de domination O, A Opax.

Ce que nous allons voir dans ce chapitre, c’est la décidabilité du cas fini.

Proposition 7.42 (extension de [33]). Le vainqueur des jeux de domination finis ayant
des fonctions régulieres de coit comme objectifs est décidable.

En utilisant le théoréme 7.35 nous savons que la fonction & minimiser se décrit au moyen
d’'un B A parité-automate déterministe en histoire, et la fonction & maximiser au moyen
d’un S A parité-automate déterministe en histoire. En composant ces deux automates avec
le jeu, il en résulte un jeu de domination (B Aparité) A (SAparité). En le combinant avec
le corollaire 7.33, ce jeu devient un jeu de domination (B A parité) A (=B A parité). La
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conjonction de conditions de parité étant une condition de Streett, le jeu résultant peut
étre qualifié de BA—BAStreett. Ainsi, pour gagner un tel jeu, Eve doit donner un entier m
tel que pour tout n, il existe une stratégie og gagnante pour la condition B,, A—B,, AStreett,
c’est a dire que toute partie satisfait :

B : aucun des B-compteurs? ne dépasse la valeur m,

—B : si jamais un terminateur 0 pour la condition =B (nous le noterons 0_gdans la suite *)
est rencontré, alors un —B-compteur a dépassé la valeur n auparavant (il a pu étre
remis & zéro depuis),

Streett : la condition Streett est satisfaite.

Soit G un tel jeu fini, qu’il s’agit de résoudre. Nous allons le transformer en un jeu de
Muller G’ (que nous prouverons de méme vainqueur). Ce jeu G’ s’obtient a partir de G de
la maniére suivante :

— Toutes les positions sont dupliquées, ce qui revient & les enrichir d’un bit, appelé dans

la suite «le modey. Intuitivement, ce mode peut étre pensé a 1 si I'un des compteurs
de la condition =B & un moment antérieur de la condition, a dépassé la valeur n.

— La composante correspondant au jeu original évolue comme dans le jeu original, les
mémes actions sont générées (en revanche, leur sens change puisque la nouvelle condi-
tion d’acceptation est de Muller), et les joueurs ont le méme controle sur le déroule-
ment de la partie.

— Le mode reste inchangé durant la partie, si ce n’est que, & tout moment, Adam a la
possibilité de faire passer le mode a 1. Ainsi, soit le mode reste éternellement 0, soit
il passe & 1 et y reste jusqu'a la fin de la partie.

— L’état initial est celui du jeu original dans le mode 0.

— Si l'action 0-g est rencontrée alors que le mode est 0, Eve perd; si le mode est a 1,
Eve gagne.

— La condition de gain sur les parties infinies est de la forme B’ A (—B’ V Streett) ou :
B’ : Pour tout B-compteur, s’il est incrémenté une infinité de fois, alors il est aussi

remis & zéro une infinité de fois.

—B’ : Il existe un —B-compteur qui est incrémenté une infinité de fois, remis a zéro
un nombre fini de fois, et le compteur reste & zéro.
Streett : Il s’agit de la condition de Streett du jeu original.
Il s’agit d’un jeu de Muller. Il peut donc étre résolu par des techniques standards. De plus,

nous utiliserons le résultat classique d’existence de stratégie & mémoire finie. Nous montrons
dans la suite que ce jeu a le méme vainqueur que le jeu de domination original G.

2. Nous allégeons les notations et parlons informellement de B-compteurs et de —B-compteurs. Il s’agit
bien entendu des compteurs impliqués dans 1’objectif correspondant.

3. D’autres terminateur peuvent étre rencontrés, mais leur réle n’est pas essentiel et nous n’y faisons
pas référence au cours de la preuve. En particulier, ils peuvent étre remplacés par des boucles. Par exemple,
o0-p peut étre remplacé par une boucle d’actions € sur tous les compteurs de la condition —B. Ce n’est pas
le cas pour O_g.



7.9. JEUX DE DOMINATION FINIS 143

Lemme 7.43. Le jeu G' a le méme vainqueur que le jeu G.

Démonstration. Premiére direction. Supposons qu’Eve posséde une stratégie gagnante dans
le jeu G/, et montrons qu’Eve gagnait aussi le jeu original G. Remarquons tout d’abord que
le jeu G’ est un jeu de Muller, et par conséquent, Eve le gagne au moyen d’une stratégie a
mémoire finie of. Soit m le produit de la taille du jeu G’ et de la mémoire de la stratégie of
(c.-a-d. le nombre de sous-arbres non-isomorphes de la stratégie). Fixons-nous un entier n.
I1 s’agit de produire une stratégie o gagnante dans le jeu G pour la condition B, A =B, A
Streett.

Cette stratégie s’obtient en transformant op. Pour cela, nous fixons les choix d’Adam
dans le jeu G’ qui n’ont pas d’équivalent dans le jeu G, c.-a-d, nous précisons quand Adam
décide de changer le mode. Cela se fait comme suit :

(*) Adam décide de faire passer le mode a 1 aussitot que l'un des compteurs de la

condition —B dépasse la valeur n.
En fixant ce choix dans la stratégie of;, puis en projetant sur le jeu G, nous obtenons notre
stratégie op.

Montrons que o est gagnante pour le condition B,,, A =B, A Streett. Considérons donc
une partie 7 compatible avec o, et soit 7’ la partie compatible avec of, dont elle est la
projection.

B,, Supposons que 7 ne satisfasse pas la condition B,,,, cela signifie qu’il existe une portion
d’exécution qui contient plus de m incréments d’un des compteurs de la condition B,
et aucune remise a zéro de ce compteur. Nécessairement, par choix de m, cela signifie
quiil existe un cycle dans la stratégie o au cours duquel 'un des compteurs de
I’objectif B est incrémenté sans jamais étre remis & zéro. En répétant infiniment ce
cycle, nous produisons une partie compatible avec of; au cours de laquelle ce compteur
est incrémenté une infinité de fois, et n’est remis & zéro qu’un nombre fini de fois.
L’existence de cette branche contredit le fait que o}, est gagnante, en particulier pour
la condition B’.

—B,, Supposons que 7 ne satisfasse pas la condition —B,,. Cela signifie que m s’achéve par
le terminateur O_g, mais qu’aucun —B-compteur ne dépasse la valeur n. D’aprés la
définition de off (*), cela signifie que le mode ne passe jamais a 1 au cours de cette
exécution. Ainsi, le mode est & 0 quand le terminateur O—p est rencontré. Cela contredit
le fait que of;, est gagnante dans G'.

Streett Montrons tout d’abord que 7’ ne satisfait pas —B’. En effet, s’il existe un —B-
compteur qui est incrémenté une infinité de fois et n’est remis a zéro qu’'un nombre
fini de fois, alors le compteur inéluctablement dépasse la valeur n, et par conséquent
le mode passe a 1 (*). Ainsi, 7’ ne peut satisfaire =B’. Or, comme o}, est gagnante,
7’ satisfait =B’ V Streett, et par conséquent Streett. Comme 7 est la projection de
7', 7 satisfait aussi Streett.

Seconde direction. Supposons qu’Adam gagne le jeu G, et soit ¢’y une stratégie gagnante a
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mémoire finie. Notre objectif est de montrer que pour tout entier m, il existe un entier n
et une stratégie pour Adam o, dans le jeu G gagnante pour (en fait, contre) la condition
B, A —B, A Streett. Ainsi, nous supposons que m est fixé dans la suite. Soit n = mk, ou
k est le nombre de sous-arbres distincts de la stratégie o’y. La stratégie pour Adam o est
simplement la projection de o’y sur le jeu G (remarquons qu’elle ne dépend pas de m).

Il nous reste & montrer que cette stratégie est gagnante dans le jeu G pour (en fait
contre) la condition B,, A =B, A Streett. Pour cela, nous raisonnons par la contraposée.
Nous supposons qu’une partie 7 compatible avec oa soit gagnante pour Eve. Soit de plus
7’ la partie compatible avec o’y dont 7 est la projection. Notre objectif est de contredire
I'hypothése que la stratégie o’y est gagnante pour Adam. Deux cas essentiellement sont &
considérer.

Si m s’achéve par le terminateur 0_p .
— Si le mode est & 1 & ce moment, 7’ est gagnante pour Eve dans G’ par définition
du jeu,
— Sinon, le mode est & 0 au moment de la rencontre du terminateur 0—g. Comme la
partie ' est supposée gagnante pour —B, cela signifie que I'un des —B-compteurs a
dépassé la valeur n. Comme n a été choisi suffisamment grand devant m, k, et o'y, il
existe un facteur non-trivial de 7’ qui : (a) forme un cycle de la stratégie o'y, c.-a-d,
commence et se termine dans la méme position de G’ et le méme état mémoire, (b)
au cours du cycle, tout B-compteur est soit remis a zéro, soit n’est jamais incrémenté,
et (¢) 'un des —B-compteurs est incrémenté au moins une fois, et n’est jamais remis a
zéro. Soit donc 7”7 la partie obtenue de 7’ en itérant infiniment souvent le cycle décrit
ci-dessus. Cette partie est compatible avec o’y par (a). De plus, 7" satisfait
B’ par itération de (b), et

—-B’ En effet, par itération de (c), il existe un —B-compteur qui est incrémenté infini-
ment souvent et n’est remis & zéro qu'un nombre fini de fois dans 7. Comme de
plus le mode reste a 0 au cours de cette exécution, la condition —B’ est satisfaite.

Ainsi, 7" est gagnante pour Eve, contredisant le fait que Uj\ est gagnante pour Adam.
Sinon, si 7 ne s’achéve pas par le terminateur 0_g, et 7’ satisfait
B’ car 7 satisfait B,,, et que B,, implique B, et
Streett car w satisfait déja Streett.
Ainsi, 7’ contredit le fait que o’y est gagnante.
CQFD

Corollaire 7.44. Déterminer le vainqueur d’un jeu de domination ayant des fonctions
régulieres de coiit comme objectif est un probleme décidable.

Démonstration. Décider du vainqueur d’un tel jeu se réduit a décider du vainqueur dans
un jeu de Muller fini, d’aprés le lemme 7.43. Ce dernier probléme est décidable. CQFD
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Ce résultat de décidabilité conclut ce chapitre. Le chapitre suivant met en action toutes
ces techniques de jeu dans des procédures de décidabilité de la logique monadique de cotit
sur les arbres.
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Chapitre 8

Les arbres

Dans ce chapitre, nous montrons comment décider la logique monadique de coit (la
propriété de domination) sur les arbres finis. Ce chapitre est 'occasion de mettre en action
les résultats du chapitre précédent (chapitre 7). Il s’agit de collaborations avec Christof
Loding [31, 33]. Beaucoup d’objets sont introduits dans le cadre plus général des arbres
infinis, bien que le résultat complet de décidabilité ne soit valable que pour les arbres finis.
Nous discuterons de ce point au cours du chapitre suivant qui traite des arbres infinis.

Ce chapitre commence par une motivation, le probléme de la hauteur d’étoile sur les
arbres. Il s’agit de la section 8.1. Les automates d’arbres (méme infinis) sont introduits a
la section 8.2. Au cours de la section 8.3 nous montrons comment décider de la domination
entre fonctions réguliéres de cotit sur les arbres finis quand elles sont représentées par des
automates de la bonne forme. Le résultat central de simulation, permettant de transformer
les automates d’arbres finis alternants en automates non-déterministes, est établi au cours
de la section 8.4. Il permet en particulier d’établir le théoréme fondamental des fonctions
réguliéres de coiit sur les arbres finis (théorémes 8.12 et 8.13).

8.1 La hauteur d’étoile sur les arbres

Nous avons vu que I'une des motivations a I'introduction des B-automates hiérarchiques
était de décider de problémes comme la hauteur d’étoile [52]. Une question similaire (en fait
plusieurs) se posent naturellement sur les arbres. Le bon cadre pour formaliser ces questions
est, plutdt que les expressions réguliéres, le p-calcul (nous utilisons ici une variante du
p-calcul qui ne peut utiliser le plus grand point fixe : en effet, le plus grand point-fixe
n’apporte rien quand il s’agit de définir des langages d’arbres finis). Pour cette raison,
quelques définitions sont nécessaires (tout comme le reste de cette section, elles ne seront
plus rencontrées ailleurs dans ce document). Nous supposons pour la suite un alphabet
gradué A fixé.

Une formule du p-calcul disjonctif avec substitution (plus simplement une p-
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formule avec substitution) a la syntaxe suivante :

¢u= L | alg... | o+9 | x| pxo | dlr:=9],

,®)
N——

k sous-formules
dans laquelle a € A est une lettre d’arité k, et x est une variable. Si a est une constante
(d’arité 0), elle sera juste notée a au lieu de a(). Si une p-formule avec substitution n’utilise
pas la construction ¢z := ¢, elle est simplement appelée une p-formule. Une p-formule
est dite fermée si elle ne contient pas de variables libres.

La sémantique [¢] d'une p-formule est le langage d’arbres défini par :

- [L] =0,

- o] = {a},

alr o )] = {alt,ot) 5t € [6ile ooty € e}, (o0 a(lnl, ..., [al)
pour simplifier) pour a d’arité k,

- [+ =1V,

— [¢9]x := ¢]] = [¢][z := [¥]], ou L[z := K] représente I'ensemble des arbres obtenus
d’un arbre t € L en substituant & chaque occurrence de x dans ¢ un arbre de K,

— [pzy] = U, en Ln, ott Lo =0 et L1 = L, U [¢][z := Ly).

Ainsi, 'ensemble des arbres sur l'alphabet {f : 2,a:0,b: 0} est décrit par la p-formule :

(pz.f(zx,z) +a+0) .

L’ensemble des arbres sur cet alphabet qui contiennent un nombre pair d’occurrences de la
lettre b s’exprime par la p-formule suivante :

px. f((py. f(z,y) + f(y,2) +0), (ny. f(z,y) + f(y,z) +b))
+ flz,z)+a.

Une fagon de comprendre cette formule est de voir la variable © comme les arbres conte-
nant un nombre pair de b, et y comme ceux contenant un nombre impair de b. Notons
X l'ensemble des arbres contenant un nombre pair d’occurrences de b, et Y ceux qui
en contiennent un nombre impair. Nous avons bien que X = f(Y,Y) U f(X, X) U {a},
et méme plus : X est le plus petit ensemble qui satisfait cette équation. Ainsi, X se
décrit comme pz.f(Y)Y) + f(z,x) + a. De méme Y est le plus petit ensemble tel que
Y = f(X,Y)U f(Y,X) Ub. Ainsi, Y se décrit comme puy.f(X,y) + f(y,X) + b. La
formule combine ces deux points fixes en substituant & chaque occurrence de Y dans
pz. f(Y,Y) + f(x,x) + a sa définition py.f(z,y) + f(y,z) + b.

Il est classique qu'une p-formule avec substitution définit un langage régulier d’arbre,
et réciproquement tout langage régulier d’arbre fini peut-étre décrit au moyen d’une d’une
p-formule (sans substitution).

Le niveau d’imbrication ni(¢) d’une p-formule ¢ (avec ou sans substitution) est le
plus grand nombre de points fixes imbriqués. Ainsi,
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— ni(l)=mni(z) =0,

- ni(6+¢') = ni(gle = ¥]) = max(ni(6), ni()),

— ni(a(¢q,...,¢r)) = max(ni(¢1),...,ni(¢x)), pour a d’arité k, et

— ni(px.¢) = ni(¢) + 1.
Remarque 8.1. En fait, une définition de la notion d’expression réguliére existe. Pour plus de
précisions, nous orientons le lecteur vers le deuxiéme chapitre du livre [31]. Cette définition
induit une hauteur d’étoile comme pour les langages de mots. Ce paramétre est relié au
niveau d’imbrication comme suit : tout langage régulier peut étre défini par une p-formule
avec substitution de niveau d’imbrication k si et seulement si elle peut étre définie au moyen
d’une expression réguliére de hauteur d’étoile k. Ainsi, résoudre le probléme de la hauteur
d’étoile sur les arbres est équivalent a déterminer le niveau d’imbrication d’un langage parmi
les formules avec substitution. La question similaire sans les substitutions ne s’exprime pas
en terme d’expressions réguliéres.

En utilisant des techniques inspirées de Kirsten [52], elles méme inspirées des travaux
de Hashiguchi, nous obtenons le résultat de réduction suivant.
Lemme 8.2 ([31]). Etant donné un langage d’arbres finis L et un entier k,

1. 1l existe effectivement un B-automate d’arbre fini qui est borné si et seulement si L
est accepté par une p-formule avec substitution de niveau d’tmbrication k, et

2. il existe effectivement un B-automate d’arbre fini qui est borné si et seulement si L
est accepté par une p-formule de niveau d’tmbrication k.

Nous allons voir dans la suite de ce chapitre les définitions précises des automates &
colit sur les arbres ainsi que les techniques pour les résoudre, et en particulier le résultat de
décidabilité de la domination. Le théoréme 8.12 nous permet, entre autre, de conclure :

Théoréme 8.3 ([31]). Les problemes, étant donné un langage réqulier d’arbres finis L et
un entier k,

1. de déterminer si L est accepté par une pu-formule avec substitution de niveau d’imbri-
cation k, et

2. de déterminer si L est accepté par une p-formule sans substitution de niveau d’imbri-
cation k,

sont tous deux décidables.

8.2 Automates d’arbres

Nous définissons les automates d’arbre dans toute leur généralité, c’est & dire pour tous
les objectifs, dans le cas fini ou infini, et alternants. Nous nous attardons dans cette section
aux propriétés que ces automates ont indépendamment de la condition d’acceptation qu’ils
utilisent. Remarquons que ces automates généralisent ceux déja rencontrés sur les mots a
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la section 7.6, un alphabet avec terminateur étant un cas particulier d’alphabet gradué ou
seules les deux arités 0 et 1 sont possibles.

Fixons un alphabet gradué A. Un automate d’arbre (alternant) de cott A est décrit
par la donnée de

— un ensemble fini d’états (Q),

— un alphabet gradué A,

— un état initial ¢y € Q,
un objectif O = (C, f, opt),
une fonction de transition J qui a tout état ¢ et & toute lettre a € A d’arité k
associe une combinaison booléenne positive

§(g,a) € BT({1,...,k} xCy x Q U {1} xCox {L}).

(La encore, I'usage de L est une commodité de notation permettant d’unifier les
cas.) Chacun des triplets (7, ¢, ¢) impliqués dans la combinaison booléenne s’interpréte
comme <«effectuer I'action ¢, et continuer vers le iéme fils du noeud courant, avec
I’état ¢.» Ainsi, dans le cas particulier de la fin d’une exécution, i = L signifie que
I’exécution ne continue dans aucun fils, et ¢ = L signifie qu’aucun état ne permet de
continuer le calcul.

Un automate d’arbre est non-déterministe s’il est décrit par un ensemble de transi-

tions

A - {(pva,cla(hw"ackvpk) :
CLGA]C, ka]-a paQ17"'q]€€Qa Cl,...Cke(Cl}

et une application finale F' de ) x Ag dans Cy. L’automate alternant correspondant est
décrit au moyen de la fonction de transition suivante pour a d’arité k > 1,

6(pva‘) = \/ (17617QI)/\"'/\(kvck7Qk) )

(P,0,C1,q15-+5Ch PR ) EA

et (p,a) = (L, F(p,a), L) si a est une constante.

Le dual d’un automate d’arbre s’obtient en dualisant I'objectif ainsi que les formules
booléennes impliquées dans les transitions.

Comme pour les automates alternants sur les mots, la sémantique d’un automate ap-
pliqué & un arbre ¢ (sur Palphabet approprié) est décrite en produisant un jeu. Ainsi, nous
définissons le jeu G(A, t) qui a les caractéristiques suivantes :

— l’ensemble de positions est V' = dom(t) X @, c.-a-d. ’ensemble des paires (nceud,état),

— Dobjectif est O,

— la position initiale est (g, qg) (rappelons que € représente la racine de I’arbre),

— P’ensemble de coups est défini par

M, ={(z,p),c,(y,q) € VxCy xV : z parent de y}
M():VX(CQX{J_},
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— l'application de contréle est définie par

6(2,p) = 2y (P)[(c, ¢, 9) + ((z, D), ¢, (21, 9))] -

Comme dans le cas des mots, la valeur calculée par 'automate sur l'arbre ¢ en entrée est :
[A](t) = valeur(G(A,t)) .

Comme nous aurons le plus souvent besoin de manipuler des automates non-déterministes,

il est pratique de disposer de notations adaptées pour en décrire le comportement. Ainsi,
il est plus pratique de parler d’exécutions que de stratégies. L’équivalence entre les deux
notions est standard. Considérons donc un automate d’arbre non-déterministe décrit par
un ensemble d’état (), un état initial gy, un ensemble de transitions A, une application
finale F', et un objectif O. Une exécution est une application o des nceuds (non-feuilles)
de I’arbre dans les transitions de 'automates qui respecte certaines contraintes locales. En
pratique nous utiliserons souvent une paire d’applications o, p, ol p peut étre reconstruite
a partie de 0. L’application o associe a chaque noeud interne de ’arbre une transition, et
p associe a chaque nceud (non-nécessairement interne) un état. Elles doivent respecter les
contraintes suivantes :

— pour tout nceud interne z, si o(x) = (q,a,c1,4q1, ..., Ck, qx), alors t(z) = a, p(z) = ¢,
et p(xi) = ¢; pour tout i =1...k,
- p(e) = qo. )
Il s’agit maintenant d’associer une valeur a une exécution. Etant donnée une exécution
(o, p) et une branche B = kjkaks ... (finie ou infinie), construisons le mot avec terminateur
o[B] = didy ... sur C qui dénote la suite des lettres de C rencontrées par 'exécution le

long de la branche B, et se concluant éventuellement par un terminateur obtenu par F.
Formellement, soit x; = k1ks ... k; (c’est a dire le iéme nceud de la branche, la racine étant
xo = €), posons pour tout i > 1,

— si x; est une feuille alors d; = F(p(z;),t(x;)),

— sinon d; = ¢, ot o(z;) = (p,a,c1,q1, - -, Ck, Q)
Si opt = min (resp. opt = max), alors la valeur de l'exécution valeur(c) est le supremum
(resp. Uinfimum) sur toutes les branches B de f(o[B]). La valeur calculée par 'automate
sur arbre ¢ est alors :

[Al() = {

sup{valeur(c) : o exécution de A sur ¢t} si opt = min

inf{valeur(c) : o exécution de A sur t}  sinon.

La valeur calculée ainsi coincide avec celle définie en passant par les jeux. En fait, il y a
une bijection naturelle entre les stratégies pour Eve sur le jeu induit et les exécutions de
l’automate sur un arbre.

Exemple 8.4. Nous présentons dans cet exemple un automate d’arbre non-déterministe
utilisant 'objectif B & 1 compteur, sur les arbres éventuellement infinis, qui, & ~-prés accepte
le nombre d’occurrence d’une certaine lettre.
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Pour ne pas rendre I'exemple plus compliqué que nécessaire, nous ne cherchons & «comp-
ter» que le nombre d’occurrences d’une feuille a. Il est élémentaire de généraliser cette
construction au fait de compter le nombre d’occurrences d’un nombre quelconque de lettres,
possiblement d’arité supérieure a 1. Ainsi, considérons donc ’alphabet gradué A contenant
deux constantes a, b, ainsi qu’un symbole binaire f. Notre objectif est de compter le nombre
d’occurrences de la lettre a.

Notre automate posséde deux états p et ¢, ce dernier étant initial, et un unique compteur
qui est soit laissé inchangé (¢), soit incrémenté et testé (ic) (il s’agit donc d'un automate
alternant de distance). L’ensemble de transitions est le suivant :

A= { (p>f7€7p757p)7
(¢, f,€:9,¢,p),
(¢, f&,p,8,9),
(¢, f,ic,q,ic,q) }
et 'application
F(p7a) =00 , F(Qaa)207
F(p,b) =0, Fla,b) =0

Remarquons tout d’abord que pour toute exécution (o, p), si p(x) = p et t(x) = a pour
une feuille x, alors la valeur de la branche, et donc de I'exécution, est co. Il s’ensuit que
seules les exécutions pour lesquelles cette situation ne se produit pas sont intéressantes
(Pobjectif étant de minimiser la valeur de 1’exécution). Remarquons également qu’une exé-
cution associant 1’état ¢ & un noeud z, associe 1’état g également a tous les ancétres de
x.

Considérons maintenant une exécution de l'automate sur un arbre t. Supposons que
toute les branches ont une valeur au plus n. Cela signifie que la transition (q, f,ic,q, ic,q)
(la seule qui incrémente le compteur) est utilisée au plus n fois sur chaque branche. Comme
cette transition est la seule qui augmente le nombre de branches portant la lettre ¢, il s’ensuit
que l'exécution posséde au plus 2" branches portant uniquement 1’état ¢. Comme toutes
les occurrences de la constante a correspondent & des feuilles auxquelles I’exécution associe
I’état g, nous en déduisons que ’arbre posséde au plus 2" occurrences de la constante a.

Réciproquement, considérons un arbre possédant n occurrences de la constante a, et
construisons ’exécution qui & chaque noeud z associe I'état g s’il existe une occurrence de
la lettre a portée par un descendant de x, et I’état p sinon. Nous pouvons vérifier qu’une
et une seule transition de I'automate a chaque noeud permet de compléter cette exécution.
Veérifions aussi qu’au plus n — l-occurrences de la lettre (q, f,ic,q, f,ic, f) ne peuvent
apparaitre sur une branche de cette exécution. Ainsi la valeur de cette exécution est au
plus n — 1.

Il s’ensuit que cet automate compte le nombre d’occurrences de la lettre a, modulo ~.



8.2. AUTOMATES D’ARBRES 153

Remarquons que la fonction de correction permettant de relier la fonction calculée par
l'automate au nombre d’occurrences de la lettre a est exponentielle. Il s’agit de 'unique
cas d’une fonction de correction non-polynomiale que nous aurons ’occasion de rencontrer
dans ce document.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous présentons dans cette section quelques résul-
tats élémentaires génériques sur les automates d’arbre (possiblement sur les arbres infinis).
Beaucoup sont des conséquences directes des définitions, comme le lemme suivant pour les
automates alternants.

Lemme 8.5. Les fonctions calculées par automates alternants sont closes sous min et max.
ou encore cet autre pour les automates non-déterministes.

Lemme 8.6. Les classes des fonctions calculées par automates non-déterministes ayant un
objectif a minimiser sont closes sous min et inf-projection. Si la classe d’objectifs est de
plus close sous max, alors cette classe est ausst close sous max.

Les fonctions calculées par automates non-déterministes ayant un objectif & mazximiser
sont closes sous max et sup-projection. Si la classe d’objectifs est de plus close sous min,
alors cette classe est aussi close sous min.

L’idée de ces preuves est absolument naturelle : il s’agit de mimer les constructions
classiques. Remarquons par exemple, en suivant cet énoncé, que les fonctions calculées par
les automates de distance sont closes sous min. En revanche, elles ne le sont pas, en général,
sous max. A titre d’exemple, la famille des objectifs de distance n’est pas close sous max
(en fait, elles le sont & ~ prés), et en effet, les automates de distance ne sont pas clos sous
max. Les B-automates, en revanche, sont clos sous max car les conditions B sont closes sous
max (il suffit de prendre I'union disjointe des compteurs). Il n’en va pas de méme pour les
automates d’objectif hB qui ne sont clos sous max que & ~-prés. Nous ne développons pas
plus avant ces preuves qui sont issues de techniques complétement standards.

Il est un peu plus intéressant d’utiliser les propriétés de clotures héritées de la notion
de déterminisme en histoire. En effet, le déterminisme en histoire permet de composer un
jeu avec un automate de mot. Comme la sémantique d’un automate d’arbre passe par
I'utilisation d’un jeu, elle se préte a ce type de constructions. Une analyse plus fine révéle
que la construction de composition peut étre réalisée directement sur I’automate d’arbre.
Cela nous donne, par exemple, les résultats suivants.

Lemme 8.7. Etant donné un automate alternant d’arbre A dont l’objectif est (B, f, min)
(resp. max), et un automate alternant de mots déterministe en histoire B qui reconnait
la fonction de coiat f et d’objectif (C, g, min) (resp. max), alors il existe effectivement un
automate alternant d’arbre C équivalent a A d’objectif (C, g, min) (resp. max).

De plus, si A et B sont non-déterministes et B préserve la longueur, alors C est non-
déterministe.
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Ainsi, en combinant le lemme ci-dessus avec la proposition 7.29, tout automate alternant
d’arbre utilisant une condition d’acceptation S peut étre transformé en un automate alter-
nant utilisant la condition d’acceptation —B. Soulignons le fait que, méme si 'automate de
départ est non-déterministe, en général, 'automate d’arrivée ne 'est pas. Cela vient du fait
que 'automate de la proposition 7.29 est universel. Egalement, en utilisant ce résultat en
combinaison avec la proposition 7.30, tout automate utilisant une condition d’acceptation
B (resp. —B) est équivalent a un automate utilisant une condition d’acceptation hB (resp.
—hB). De plus, si cet automate est non-déterministe, alors 'automate résultat est aussi non-
déterministe. En utilisant ce type d’arguments, tous les automates de ce travail peuvent
étre mis sous la forme de hB A parité-automates alternants, ou de —hB A parité-automates
alternants.

Une autre application des automates déterministes en histoire sur les mots est pour la
construction d’automates d’arbre qui vérifient une méme propriété sur toutes les branches
de l'arbre. Etant donné un arbre ¢ sur I’alphabet gradué A, un mot de branche de I’arbre
est un mot de la forme

a0k1 al ]{72 e

o kikg--- € N* UN¥ est une branche de l'arbre, et a; = t(k1kz ... k;) pour tout i, c.-a-d.
que a; est I'étiquette de 'arbre & la position indiquée par le chemin ki ...k;. Ce mot est
soit infini, soit fini, et dans ce cas, sa derniére lettre appartient a A.

Lemme 8.8. Etant donné un automate de mot alternant déterministe en histoire A avec
objectif a minimiser (resp. a maximiser) et calculant la fonction f, il peut étre transformé
en un automate d’arbre AP (resp. A™ ), ayant le méme nombre d’états et le méme objectif
et qui calcule la fonction de cott f5° (resp. f™f) sur les arbres définie par

f2UP(t) = sup{f(u) : u branche de t}
(resp.  f(t) =inf{f(u) : u branche det} ).

Si lautomate A est non-déterministe, alors A (resp. A™ ) est aussi non-déterministe.

La construction est extrémement simple, il suffit de partir de 'automate, et de 'exécuter
de maniére concurrente sur toutes les branches.

Remarque 8.9. En général, si 'automate sur les mots n’est pas déterministe en histoire,
cette construction est incorrecte. Illustrons cela pour les langages usuels. Dans ce cadre,
la construction ci-dessus signifie que si 'on dispose d’'un automate déterministe en histoire
pour un langage L, alors le langage des arbres dont toutes les branches appartiennent & L est
régulier. Considérons I'automate A qui accepte tous les mots non-vides sur 'alphabet {a, b}
qui a la structure suivante. Cet automate devine lors de la premiére transition si la derniére
lettre du mot est un a ou un b, et vérifie & la fin de la lecture du mot que ce choix était
le bon. Si 'on exécute un tel automate sur les branches de 'arbre, il effectuera le choix
non-déterministe une fois a la racine de ’arbre. Ainsi, transformé en automate d’arbre, il
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accepte le langage des arbres dont toutes les feuilles sont étiquetées par a, ou toutes les
feuilles sont étiquetées par b. Ce n’est bien siir pas le langage souhaité qui était simplement
le langage de tous les arbres finis.

Ce probléme est usuellement résolu en choisissant 'automate de départ déterministe.
Dans le cas des automates a coiit, ce n’est pas possible (les automates a coit détermi-
niste étant strictement moins expressifs). La encore, les automates déterministes en histoire
permettent de contourner cette difficulté.

8.3 Décidabilité de la domination

Le cceur de toutes les procédures de décision sur les fonctions de cotit correspond a la
possibilité, étant données deux fonctions de cotit sur les arbres f, g, de déterminer si la pre-
miére domine la seconde, c.-a-d. f < g. Sur les fonctions caractéristiques de deux langages
K, L, rappelons que xx =< X, est satisfait si et seulement si L C K (remarque 2.17). Ainsi,
décider f < g revient, dans le cas des langages, & décider d’une inclusion. Cette relation
nous guide dans la suite de cette section.

Rappelons comment I'inclusion entre deux langages réguliers d’arbres infinis est effectuée
en théorie classique des langages réguliers. La procédure usuelle pour tester L C K consiste
4 complémenter K, obtenant ainsi un automate pour K C, puis de construire un automate
pour lintersection L N K C, et enfin de tester le vide de L N KC. Bien entendu, ce langage
est vide si et seulement si L C K. Ainsi, tester I'inclusion entre deux langages implique
la combinaison de trois constructions (1) le complément, (2) 'intersection et, (3) le test
du vide. Ce que nous pouvons faire pour les fonctions de cotit suit le méme schéma. Nous
présentons donc ce que ces trois constructions signifient dans le cadre classique en méme
temps que nous précisons comment les adapter au cas des fonctions de cofit.

(1) Le complément est un résultat difficile. Dans le cas des langages réguliers d’arbres, il
s’agit du fameux lemme du complément de Rabin. Dans la théorie des fonctions réguliéres
de coiit, le complément entre automates non-déterministes correspond au résultat de dua-
lité : étre capable de transformer un automate non-déterministe avec objectif & minimiser en
un automate non déterministe avec objectif & maximiser. En anticipant quelque peu sur le
chapitre suivant, mentionnons que ce résultat, dans toute sa généralité, c.-a-d. la conversion
effective entre B A parité-automates non-déterministes d’arbres et S A parité-automates
non-déterministes d’arbres, est le probléme ouvert principal concernant les fonctions ré-
guliéres de cotit. Nous verrons au cours de la section suivante comment traiter le cas des
arbres finis. Dans cette section, nous esquivons cette difficulté, et nous supposons que les
automates sont directement sous une forme permettant le déroulement de la suite de la
procédure. Cela revient a supposer pour les langages que, par défaut, nous possédons un
automate non-déterministe pour L et un automate non-déterministe pour K C (il s’agit aprés
tout d’un codage de K comme un autre).

Dans notre cas, cela signifie que nous supposons que la fonction f est décrite au moyen
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d’un automate non-déterministe A" d’objectif & maximiser O’ (typiquement un S-automate),
et g au moyen d’un automate non-déterministe .4 d’objectif & minimiser O (typiquement
un B-automate). Tout autre choix nécessiterait de faire usage d’un résultat de dualité ou
de simulation (c.-a-d. de «désalternationy ), ce que nous cherchons a éviter.

(2) L’intersection consiste a effectuer le produit des deux automates, ce qui produit
un automate dont la condition de gain est l'intersection des conditions de gain. Il s’agit
de la construction effectuée dans le lemme 8.6. La subtilité ici provient du fait que nous
cherchons & effectuer le produit d’un automate avec objectif & minimiser avec un automate
avec objectif & maximiser. Il serait possible de définir de tels automates «hybrides» (voir,
par exemple, le chapitre 12 dans [59]), et c’est ce qu’il est naturel de faire dans un cadre plus
général (voir la piste 11.3). Nous esquivons de nouveau ce point technique en ne construisant
pas effectivement cet automate, et en passant directement au «test du vide.»

(3) Le test du vide pour les automates non-déterministes s’interpréte naturellement
comme un jeu. Ainsi, étant donné un automate non-déterministe d’arbres infinis avec condi-
tion de gain W, il s’agit de résoudre le jeu suivant (nous supposons pour plus de simplicité
qu’il n’y a pas de feuilles) :

— Les positions du jeu sont les états de 'automate. La position initiale du jeu est ’état

initial de 'automate.

— A chaque tour de jeu, Eve choisit une transition de 'automate

(pa a,C1,q1,- - - 7Ck‘an) )

telle que p est la position courante.
— Adam répond par un entier ¢ entre 1 et k (une direction de sortie de a), et le jeu
continue a partir de ’état g;, en ayant vu la lettre c;.
Il s’agit d’un W-jeu, c.-a-d. que Eve gagne une partie si et seulement si la séquence
des ¢;’s joués successivement appartient a W.
Ainsi, le jeu est une succession infinie de choix d’une transition de la part d’Eve et du
choix d’une direction pour Adam. Ce jeu est gagné par Eve si et seulement si le langage
accepté par I'automate est non-vide. En effet, si Eve gagne ce jeu, alors la stratégie gagnante
témoignant de cette victoire est essentiellement un arbre de transitions puisque le seul choix
de Eve est de choisir la transition suivante. Un tel arbre peut se voir comme une exécution
acceptante de 'automate sur un arbre. La réciproque est similaire : étant donné un arbre
accepté, 'exécution acceptante de 'automate est un arbre de transitions qui se transforme
naturellement en une stratégie gagnante pour Eve dans le jeu ci-dessus.

Nous réutilisons exactement cette construction. Cette fois-ci, au lieu de chercher un
témoin de non-vacuité, nous cherchons & produire un témoin de non domination pour f < g.
Ainsi, il s’agit de trouver un entier m tel que pour tout n il existe un arbre ¢ tel que g(t) < m
et f(t) > n. En effet, un tel ensemble T" d’arbres satisfait que g(7') est borné, alors que
f(T') ne lest pas. 1l s’agit exactement du type de conditions de gain manipulées par les jeu
de domination.
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Rappelons que nous partons de deux automates non-déterministes A et A’ respective-
ment d’objectif & minimiser O et a maximiser O’, et qui acceptent les fonctions g et f
respectivement. Nous effectuons le produit en méme temps que nous construisons le jeu. Le
jeu de domination résultat a la structure suivante :

— (phase spécifique aux jeux de domination) Eve choisit un entier m, et Adam répond

par un entier n.

— Les positions sont des paires (p,p’), ot p est un état de A et p’ un état de A’. La

position initiale est formée de la paire des états initiaux de A et A’ respectivement.

— A chaque tour de jeu, Eve choisit une paire de transitions

/ / / / /
(p7a7617QI7 cee ,Ck;,(]k;), (p y @ C15 Gy - - 7ck)Qk)

appartenant aux automates A et A’ respectivement, et correspondant & une méme
lettre a (ici d’arité k).
— Adam répond en choisissant un entier i entre 1 et k. Le jeu continue & partir de la
position (g;, ¢/) en ayant vu la lettre (¢;, c}).
— L’objectif du jeu est O, A O; (ot O est interprété sur la premiére composante, et O’
sur la seconde).
Ce jeu de domination est gagné par Eve si et seulement si f % g. La preuve est similaire
au cas du test du vide pour les langages réguliers.
La validité de cette construction est le contenu de la proposition suivante.

Proposition 8.10. Etant donné un automate A non-déterministe d’objectif a minimiser
O, et un automate non-déterministe A" d’objectif a mazximiser O le probléme de déterminer
si [A] < [B] se réduit a décider le vainqueur d’un jeu de domination fini d’objectif O N\ O'.

Bien entendu, ce qui nous intéresse est d’appliquer ces techniques pour décider de la
domination entre fonctions de cotit. Cela nous donne :

Corollaire 8.11. Si f et g sont des fonctions de cott acceptées par respectivement un
S A Muller- et un B A Muller-automate non-déterministe d’arbre infini, alors f < g est
décidable.

Démonstration. 11 suffit de transformer, grace a la proposition précédente les deux auto-
mates en un jeu de domination, puis d’appliquer le corollaire 7.44 pour en déterminer le
vainqueur. CQFD

8.4 Le cas des arbres finis et la simulation

Nous sommes maintenant préts a établir la décidabilité de la domination entre fonctions
de cotlit définissables en logique monadique de cotit sur les arbres finis.

Théoréme 8.12. La domination entre fonctions de coit définissables en logique monadique
de codit sur les arbres finis est décidable.
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La encore, nous suivons le schéma de preuve décrit & la section 2.6. Ainsi, notre objectif
est de produire une classe de fonctions de cotit représentable de maniére finie, qui soit
effectivement close sous min, max, inf-projection, sup-projection, qui contiennent certaines
constantes, et sur laquelle la domination est décidable.

A ce stade de Pexposition, nous disposons pour l'instant sur les arbres finis des résultats
suivants :

— La classe des fonctions acceptées par B-automates non-déterministes est close sous
min, max et inf-projections (lemme 8.6). De plus, elle contient la fonction de cotit qui
compte le nombre d’occurrences d’une lettre (exemple 8.4), et les fonctions caracté-
ristiques de tout langage régulier (il suffit de voir 'automate comme un B-automate
sans compteurs pour reconnaitre la fonction caractéristique).

— La classe des fonctions acceptées par S-automates non-déterministes est closes sous
min, max et sup-projections (lemme 8.6),

— Si f est acceptée par un S-automate d’arbre fini non-déterministe et g par un B-
automate d’arbre fini non-déterministe, alors f < g est décidable (corollaire 8.11).

Il nous suffit donc de montrer que les B-automates non-déterministes d’arbres finis sont
effectivement ~-équivalents aux S-automates non-déterministes d’arbres finis pour établir
le théoréme 8.12. Le sujet de cette section est d’énoncer et d’établir cette équivalence dans
le cadre plus général des automates alternants.

Théoréme 8.13. Les familles d’automates suivantes définissent effectivement les mémes
fonctions de cott sur les arbres finis :

— les hB-automates non-déterministes,

— les —=hB-automates alternants,

- les B-automates alternants,

— les S-automates non-déterministes,

— les S-automates alternants.

Remarquons tout d’abord que les B-automates alternants et les =B-automates alternants
sont équivalents sur les mots finis. Cela provient simplement du fait que, sur les mots
finis, les conditions B et —B sont équivalentes. En composant ensuite avec I’automate de la
proposition 7.30 ces automates peuvent étre transformés en hB-automates alternants ou en
—hB-automates alternants.

Remarquons ensuite que, grace au lemme 8.7 appliqué avec 'automate de la proposi-
tion 7.29 (un —B-automate universel pour S), tout S-automate alternant peut étre transformeé
en un —B-automate alternant.

Ainsi, tous les types d’automates énoncés dans le théoréme précédent peuvent donc
étre transformés, a la fois en hB-automates alternants ou en —hB-automates alternants. Le
lemme de simulation suivant compléte la boucle.

Lemme 8.14 (de simulation, [33]). Tout hB-automate alternant d’arbre est effectivement
équivalent a un hB-automate d’arbre non-déterministe. Tout —hB-automate alternant d’arbre
est effectivement équivalent & un S-automate d’arbre non-déterministe.
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Remarque 8.15. Le terme de simulation provient des travaux de Muller et Schupp qui qua-
lifient de simulation ’opération consistant & transformer un automate alternant en automate
non-déterministe équivalent sur les arbres infinis [77]. De maniére générale, les résultats de
simulation sont plus forts que les résultats de complémentation. En effet, supposons que
nous disposions d’un résultat de simulation, et considérons un automate non-déterministe
de condition W. Cette automate peut toujours étre vu comme un automate alternant de
condition W. Ce dernier peut étre transformé syntaxiquement en un automate alternant de
condition W pour le langage complément. Enfin, au moyen d’une simulation, cet automate
peut étre rendu non-déterministe.

En pratique, dans le cas des langages réguliers, les preuves des résultats de simulation
et de complément sont quasiment identiques. Dans le cas des automates d’arbres finis, il
s’agit de constructions des parties. Les preuves de simulation et de complément dans le
cas des arbres infinis s’expliquent au moyen de la théorie des jeux (voir par exemple [101],
qui reprend les idées de [10]). Nous reprenons cette approche en terme de jeux dans le cas
des fonctions de colit, méme pour les arbres finis. En effet, les constructions des parties ne
sont jamais suffisantes pour traiter les automates avec compteurs, tout comme elles sont
insuffisantes pour les langages de mots et d’arbres infinis.

Revenons a la preuve du lemme 8.14. Nous partons d’un hB-automate alternant d’arbre A,
et notre objectif est de le transformer en un hB-automate non-déterministe d’arbre B qui
accepte la méme fonction de coiit (la transformation d’'un —hB-automate alternant en un S-
automate non-déterministe procéde des mémes idées). Supposons que 'automate A posséde
comme ensemble d’états O, comme état initial gy, et comme fonction de transition 9.

Nous commengons par décrire comment une stratégie positionnelle oy dans le jeu G(A, t)
peut étre codée au moyen d’une annotation de I’arbre ¢, c.-d-d. par un enrichissement des
lettres & chaque noeud. Ainsi, un arbre sur 'alphabet gradué A annoté par une stratégie
positionnelle pour Eve peut étre vu comme un arbre sur ’alphabet

Ar={(a,9) e Ax ({1,....k} xC; xQ U {1} xCyx {L)? :
/\S(p) = d(p,a) pour tout p € Q} ,

ou, naturellement, la lettre (a,S) a la méme arité que a, c’est a dire k. Un arbre sur cet
alphabet, décrit deux objets simultanément. D’un part, projeté sur sa premiére compo-
sante, il correspond naturellement a un arbre sur I’alphabet A. D’autre part, sa deuxiéme
composante induit une stratégie positionnelle og comme suit. La racine de la stratégie est
(e,q0), et elle est telle que pour tout nceud z portant la lettre (a,S) d’arité k, tout état p,
et toute partie partielle 7 € pref(og) se terminant en (z,p),

m((x,p),c, (vi,q)) € pref(og) si et seulement si  (i,¢,q) € S(p) .

Le choix de A, et en particulier 'hypothése A S(p) = d(p, a), nous garantit qu’il s’agit bien
d’une stratégie pour Eve dans le jeu G(A,t). Nous noterons cet arbre simplement (¢,0g)
comme s’il s’agissait de la paire d’un arbre et d’une stratégie.
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Ce qu’il nous faut maintenant, c’est un B-automate non-déterministe qui étant donné
(t,op) calcule la valeur de la stratégie op dans le jeu G(A,t). Ainsi, il s’agit de calculer le
supremum sur toutes les stratégies m compatibles avec op de codtyg(m).

Remarquons tout d’abord (%) que la condition hB a la propriété suivante, pour tout mot
u sur C :

colityg(u) = sup{ cottyg(v0pp) : v préfixe fini de u} ,

ot Opg dénote le terminateur 0 de la condition hB (ici, vOpg dénote v lui-méme si v se termine
déja par un terminateur). Cela provient en particulier du fait que pour n fixé, le langage
{m : cottys(u) < n} est topologiquement clos. Considérons donc la fonction f qui a chaque

mot de branche
(ap, So)ki(ai, S1)ks ...

associe

sup{ cotty(cica ... cOpp) : il existe q1,q2, ..., qe,

tels que pour tout i = 1,...,¢, (ki,ci,qi) € Si(gi—1)} -

Cette fonction s’exprime en logique monadique de cotlt assez aisément. En fait, il est éga-
lement facile de montrer qu’elle se décrit au moyen d’un hB-automate de mots universel
dont les états sont essentiellement les états de 'automate A (certains états temporaires
doivent néanmoins étre utilisés pour traiter les directions ki, ko, ... apparaissant dans le
mot de branche). En tout état de cause, f ainsi définie appartient effectivement & une
fonction réguliére de coiit sur les mots infinis. Il existe donc, d’apreés le corollaire 7.33 un
hB-automate de mots non-déterministe qui I'accepte. Il s’ensuit d’aprés le lemme 8.8 qu’il
existe un hB-automate d’arbre non-déterministe qui, étant donné un arbre (¢,0p) étiqueté
par une stratégie positionnelle, calcule (& ~-prés) le suprémum sur toutes les branches u de
(t,op) de f(u), c.-a-d, d’aprés les remarques précédentes, le cout de la stratégie og. Soit F
la fonction de cotit ainsi définie. En utilisant le fait que les hB-jeux sont /s-positionnellement
déterminés (théoréme 7.12), nous obtenons :

[A] =~ t~ inf{F(t,og) : og stratégie positionnelle dans G(A,t)} .

Comme F' est acceptée par un hB-automate d’arbre non-déterministe, et que les hB-automates
d’arbres non-déterministes sont clos sous inf-projection (lemme 8.7), il s’ensuit que [.A] est
effectivement reconnue par un hB-automate non-déterministe d’arbre.

Ainsi, nous avons montré comment un hB-automate alternant peut étre effectivement
transformé en un hB-automate non-déterministe d’arbre équivalent. Il s’agit du premier
résultat énoncé par le lemme 8.14. Le second résultat, permettant de passer d’un —hB-
automate alternant d’arbre & un S-automate d’arbre non-déterministe, s’obtient par un
argument similaire.



Chapitre 9

Les arbres infinis

Ce chapitre présente briévement les résultats connus concernant les fonctions réguliéres
de cotit sur les arbres infinis. En guise de décidabilité, toutes les questions sont ouvertes
ou presque. En fait, toutes les techniques de décidabilité ont été vues au cours du chapitre
précédent. Dans une premiére section (section 9.1), nous décrivons I’état des connaissances
concernant la décidabilité sur les arbres infinis. Dans un second temps (section 9.2), nous
présentons le probléme de la hiérarchie de Mostowski, qui serait résolu si la logique mona-
dique de coiit était décidable sur les arbres infinis. Les arbres infinis seront de nouveau un
sujet d’étude du chapitre suivant, le chapitre 10, qui traite de la logique monadique de cofit
faible.

9.1 Le probléme ouvert de la décidabilité sur les arbres infinis

Comme nous 'avons déja mentionné & de multiples reprises, le probléme de décider la
logique monadique de cotit sur les arbres infinis est un probléme qui reste ouvert.

Conjecture 9.1. La domination entre fonctions de coit définissables en logique monadique
de coiit sur les arbres infinis est décidable.

Pourtant, beaucoup de choses sont déja connues, et la conjecture est que I'approche
par automates développée dans le cadre des arbres finis reste valable, et en particulier le
résultat de dualité.

Conjecture 9.2. Les B A parité-automates non-déterministes d’arbres infinis et les S A
parité-automates non-déterministes d’arbres infinis définissent effectivement les mémes
fonctions de codt.

En effet, si la conjecture 9.2 s’avére établie, comme les fonctions de coiit reconnues par
les B A parité-automates non-déterministes d’arbres infinis sont clos sous min, max, inf-
projection et que celles reconnues par les S A parité-automates non-déterministes d’arbres
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infinis sont close sous sup-projection, cela signifierait que la classe de fonctions définies
par ces automates est effectivement closes sous min, max, inf-projection et sup-projection.
Comme de plus cette classe contient les constantes nécessaires, et que la question de la
domination est décidable (corollaire 8.11), toutes les conditions sont réunies pour appliquer
le fait 2.22 et en déduire que la domination entre formules de la logique monadique de cotit
est décidable sur les arbres infinis. Ainsi, la conjecture 9.2 implique la conjecture 9.1.

En fait, il est possible de pointer avec encore plus de précision ol se trouve la difficulté.
Si 'on cherche & démontrer la conjecture 9.2, tout comme dans le cas des arbres finis, le
point crucial est I'existence de stratégies gagnantes a mémoire finie. Il suffirait d’établir la
conjecture suivante.

Conjecture 9.3. Les objectifs hB A parité et —B A parité sont a ~-mémoire finie, sur
toutes les arénes/sur les arénes chronologiques/sur les arénes «arborescentesy.

Cette conjecture vient en plusieurs variantes suivant que les arénes sont quelconques,
chronologiques ou «arborescentes». Les arénes arborescentes sont tout simplement celles
qui s’obtiennent par application d’un automate alternant fixé sur un arbre. En particulier
les arénes arborescentes sont chronologiques, de degré borné, et de largeur arborescente
bornée. Précisons aussi la dépendance entre les différents paramétres. Dans les conjectures
ci-dessus, la mémoire nécessaire dans le jeu peut dépendre du nombre de compteurs, du
nombre de priorités, et dans le cas arborescent, du nombre d’états de I’automate.

Etablir ’~-mémoire finie pour les arénes quelconques est plus général que I’établir sur
les arénes chronologiques, qui elles-méme sont plus générale que les arénes arborescentes.
Le dernier, et plus simple, de ces cas nous suffirait pour établir conjecture 9.2. Ce que nous
essayons de souligner ici, en présentant trois variantes de cette conjecture, c’est qu’a priori,
une preuve faisant appel a la propriété d’arborescence de ’aréne aurait vraisemblablement
une structure trés différente de celle d’une preuve pour les arénes chronologiques. Il se peut
également que la conjecture soit fausse dans le cas général, mais soit vraie pour les arénes
arborescentes.

Le seul cas que 'on connaisse pour l'instant est celui des objectifs hB A Biichi et
—hB A Biichi, pour lesquels, sur les arénes chronologique, une ~-mémoire 2 est suffisante
(théoréme 7.13). En appliquant ce résultat et une construction similaire a celle sur les arbres
finis, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme 9.4 (Vanden Boom [12]). Les hB A Biichi-automates alternants d’arbres infinis
sont effectivement équivalents a leur version non-déterministe. Les —hB A Biichi-automates
alternants d’arbres infinis sont effectivement équivalents aux S A Bichi-automates non-
déterministes.

Cette construction ressemble & la «breakpoint construction» qui permet, sur les mots,
(a) de transformer un co-Biichi-automate non-déterministe en un co-Biichi-automate dé-
terministe [73], et (b) de transformer un Biichi-automate alternant d’arbres infinis en un
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Biichi-automate non-déterministe [75]. Cette construction repose sur les propriétés parti-
culiéres de la condition Biichi et fait en particulier appel au lemme de Konig. Il s’agit d’une
situation qui n’est en rien représentative du cas général. La situation est similaire ici. Certes
le cas Biichi est traitable, mais les techniques impliquées pour cela, et en particulier I'usage
du lemme de Konig comme dans la preuve du théoréme 7.13, ne sont pas généralisables.

Un autre cas intéressant traite des automates bidirectionnels (two-way). Ces automates
ont la possibilité de remonter dans ’arbre. Nous ne formalisons pas plus ce modéle de
controle qui est classique.

Théoréme 9.5 (non publié, avec C. Loding). Les distance A parité-automates alter-
nants bi-directionnels peuvent étre effectivement transformés en B A parité-automates non-
déterministes équivalents et en S N\ parité-automates non-déterministes équivalents.

Le point crucial de ce résultat est bien entendu la proposition 7.14 qui énonce ’existence
de stratégies sans mémoire dans les jeux correspondants. Le reste de la construction est un
peu différente de ce qui est expliqué ci-dessus en raison de la nature bi-directionnelle de la
stratégie.

Dans le cas plus général d’un objectif hB A parité, la situation devient beaucoup plus
complexe. Le probléme est l'interférence entre les priorités impaires, et les remises a zéro
des compteurs. En particulier, un probléme typique est de départager la situation suivante,
dans un jeu de condition B A co-Biichi & un compteur :

Vaut-il mieux (a) voir une priorité 0 et aller dans un état, ou bien (b) remettre
& zéro le compteur, voir la priorité 1 et aller dans un autre état ?

I1y a un compromis a faire. Sil’on choisit trop souvent (a), alors il y a le risque d’incrémenter
trop le compteur, alors que si ’on choisit (b), il y a le risque de produire une partie contenant
une infinité de 1. Dans les deux cas, la stratégie est perdante. A priori, il faudrait utiliser la
valeur courante du compteur pour effectuer ce choix de maniére optimale. Malheureusement
une stratégie & ~-mémoire finie ne peut accéder a cette information. Cette situation type
est au centre de nombreux contre-exemples mettant en échec diverses tentatives de preuves.

9.2 La hiérarchie de Mostowski

L’une des motivations pour I’étude de la logique monadique de cotit sur les arbres infinis,
outre son intérét intrinséque et le fait que cela serait la premiére extension du résultat de
Rabin a une logique plus expressive que la logique monadique, provient d’une réduction la
mettant en lien avec la hiérarchie de Mostowski. Nous présentons ce résultat au cours de
cette section.

La hiérarchie de Mostowski (ou de point-fixe, ou de Rabin) s’énonce en de nom-
breuses variantes. En effet, elle s’applique & toute forme d’automates possédant des exécu-
tions infinies. En particulier, elle concerne les automates déterministes, non-déterministes
ou alternants sur les mots infinis et les arbres infinis. Dans chacune de ces combinaisons
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la hiérarchie posséde une structure différente. Mostowski s’est intéressé a cette indice dans
[74].

La fagon la plus simple d’introduire cette hiérarchie est au moyen de la condition d’ac-
ceptation de parité que nous avons déja rencontrée a de nombreuses reprises. Chacun des
modéles d’automates décrits ci-dessus (déterministes, non-déterministes, alternants, ...)
peut étre équipé de différentes formes de conditions d’acceptations, et en particulier de
la condition de parité. La condition de parité est paramétrée par un intervalle d’entiers
[i, 7] appelés priorités, la condition étant remplie quand la plus grande priorité rencontrée
infiniment souvent est paire. Un automate est dit d'indice (de Mostowski) 7, j s’il utilise
uniquement des priorités dans l'intervalle [i, j]. Un langage (de mot, ou d’arbre, etc...) est
dit i, j-faisable (par rapport a une certaine famille d’automates) s’il existe un automate
de cette famille, d’indice 4, j, qui reconnait ce langage.

Il est aisé de vérifier que décaler toutes les priorités d’un automate de parité de +2 ou de
—2, transforme 'automate en un automate équivalent. En effet, la parité de la plus grande
priorité apparaissant infiniment souvent reste inchangée. Cela signifie que nous pouvons
toujours nous ramener a des intervalles [i, j] pour lesquels ¢ = 0 ou ¢ = 1. Remarquons de
plus que si [¢,j] C [¢/, 5] alors tout automate d’indice i,j peut étre également vu comme
un automate d’indice ¢’, 7. Ainsi, en général, la hiérarchie a la structure suivante.

0,2 1,3
co-Biichi >< Biichi
0,1 1,2
Sureté >< Accessibilité
0,0 1,1

Remarquons que dans le cas de I'indice 1, 1 (accessibilité), pour les automates non-déterministes,
seuls des mots ou des arbres finis peuvent étre acceptés. Ainsi, si nous ne considérons que
des mots réellement infinis (de longueur w), ou des arbres binaires infinis complets (qui
n’ont pas de feuilles), alors cette classe est pathologiquement vide.

Remarquons aussi que le dual (c’est & dire son complémentaire ici) d’une condition de
parité d’indice 4, j est une condition de parité d’indice i + 1,j + 1 (a échange des termina-
teurs prés). Cela signifie que pour les classes d’automates pour lesquelles le contrdle peut
étre dualisé (c.-a-d. les automates déterministes et complets et les automates alternants,
mais pas les automates non-déterministes), les langages i, j-faisables sont exactement les
complémentaires des langages i + 1, j + 1-faisables.

Remarque 9.6. Remarquons enfin qu’un langage n’a pas forcément un unique indice. Par
exemple, sur l'alphabet {a, b}, considérons le langage de mots infinis L suivant :
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«si la premiére lettre est un a, il y a une infinité d’occurrences de la lettre a,
sinon, il n’y a qu'un nombre fini d’occurrences de la lettre b.»

Etudions la faisabilité de ce langage dans la hiérarchie des automates déterministes de
mots infinis. Il se trouve que le langage «il y a une infinité de a» est 1,2 (c.-d-d. Biichi), et
d’aucun niveau inférieur. De méme, le langage «il y a un nombre fini de b» est 0,1 (c.-a-d.
co-Biichi), et d’aucun niveau inférieur. Le langage L est plus complexe que ces deux cas
(ce qui peut se montrer par des techniques de réduction). Il doit donc étre au dessus de
0,1 et de 1,2. Pourtant, il est aisé de montrer que L est & la fois 0,2 et 1, 3-faisable. Il ne
posséde donc pas d’unique indice minimal dans la hiérarchie : il est & la fois 0,2 et 1, 3.

L’intérét de ce paramétre est multiple. Tout d’abord, il s’agit d'un paramétre important
pour la complexité de différents algorithmes sur les automates. En effet, tester le vide
d’un automate non-déterministe d’arbres infinis de parité est un probléme connu comme
appartenant & NPNcoNP, mais qui n’est pas connu comme appartenant a P (ce probléme est
équivalent a la résolution des jeux de parité, et savoir si ce probléme est dans P est I'un des
grands problémes ouverts en théorie des automates). En revanche, si I'indice de 'automate
est fixé, alors ce probléme est tout naturellement dans P. Une autre raison provient du fait
que la condition de parité correspond a l’imbrication d’alternances des points-fixes quand
le langage est exprimé en p-calcul. Un plus petit point-fixe p correspondant & une priorité
impaire, et un plus grand point-fixe v & une priorité paire. Ainsi, étudier la hiérarchie de
Mostowski, ce n’est rien d’autre que d’étudier la hiérarchie induite par l'alternance des
points-fixes en p-calcul.

Présentons enfin les résultats connus concernant ’indice de Mostowski, suivant la classe
d’automates considérés.

Automates déterministes de mots infinis. Dans ce cas, la hiérarchie est stricte
[104]. Le probléme, étant donné un langage de mots infinis, de déterminer s'il est 4, j-
faisable est décidable (en temps polynomial si 'automate en entrée est un automate de
parité déterministe [22]).

Automates non-déterministes de mots infinis. Il est connu que les langages ré-
guliers de mots infinis s’expriment au moyen d’automates non-déterministes de Biichi. Cela
signifie que la hiérarchie dans ce cas s’effondre au niveau 1,2. Les classes 1,1 et 0,0 sont
incomparables !, et strictement plus faibles que le niveau 0,1 (co-Biichi), lui méme stricte-
ment plus faible que le niveau 1,2 (Biichi). Mentionnons enfin que les niveaux 0,0, 1,1, et
0,1 coincident avec le niveau correspondant de la hiérarchie déterministe. Pour les niveaux
0,0 et 1,1, il s’agit d’une construction des parties. Pour le cas 0, 1, il s’agit de la «breakpoint
construction» déja mentionnée [73].

Automates alternants de mots finis. Cette fois-ci, la hiérarchie s’effondre encore
plus bas, puisque tout langage régulier s’exprime & la fois comme un langage de Biichi,
et comme un co-Biichi alternant. Ainsi, tout langage régulier est & la fois d’indice 1,2 et

1. Sil’on accepte les mots finis comme cas particulier, sinon le niveau 1, 1 ne contient aucun langage, et
est pathologiquement inclus dans le niveau 0, 0.
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d’indice 0, 1.

Automates non-déterministes d’arbres infinis. Dans ce cas, contrairement au cas
des mots, la hiérarchie est stricte [31]. Le langage montrant cette séparation est 1a encore tres
simple. Etant donnés i, j, ce langage est sur I’alphabet [i, j] et contient les arbres infinis tel
que le long de toutes les branches, I’entier le plus grand apparaissant infiniment souvent est
pair. Quelques résultats sont connus sur ce cas. En particulier, si L est un langage accepté
par un automate déterministe descendant d’arbre (tous les langages réguliers d’arbres infinis
ne peuvent étre mis sous cette forme), alors il est possible de décider si ce langage est
d’indice 4, j dans la classe des automates non-déterministes [23, 82]. Soulignons qu’il faut
étre prudent en énoncgant ce résultat : 'automate en entrée est déterministe, mais l'indice
de Mostowski est étudié par rapport a la classe des automates non-déterministes.

Automates alternants d’arbres infinis. LA encore, la hiérarchie est stricte. Aucun
niveau de cette hiérarchie n’est connu comme décidable. Notons tout de méme que le ni-
veau 1,2 (de Biichi) de cette hiérarchie est équivalent au niveau 1,2 de la hiérarchie non-
déterministe (il s’agit de nouveau de la «breakpoint constructiony ).

L’une des motivations de I’étude des automates a cotit sur les arbres infinis a été pour
I’étude de l'indice de Mostowski pour les automates non-déterministes d’arbres infinis, et
plus précisément dans 'objectif de décider du niveau d’un langage régulier donné.

Théoréme 9.7 ([32]). Déterminer si un langage régulier d’arbres infinis L est d’indice de
Mostowski ©,j dans les automates non-déterministes se réduit au probléme de déterminer,
étant donné un B A parité-automate non-déterministe d’arbres infinis utilisant le méme
intervalle i, j de priorités, si la fonction qu’il calcule est bornée sur L.

La réduction impliquée dans ce théoréme dépasse largement le cadre de ce document.
Elle met en jeu l'existence de formes spéciales d’automates & parité sur les arbres infi-
nis, dits automates guidables : informellement, les automates guidables utilisent leur non-
déterminisme avec suffisamment de souplesse pour pouvoir «simuler» le comportement de
tout automate reconnaissant le méme langage. Il s’agit d’une propriété qu’ont en particulier
tous les automates déterministes descendants. Un important fait est que tout langage régu-
lier d’arbres infinis est accepté par un automate guidable. La notion d’automate guidable
est étudiée avec précision dans [67], ainsi que la preuve du théoréme 9.7.

Remarque 9.8 (sur la généralité de 'approche). La réduction énoncée dans le théoréme 9.7
posséde une similarité formelle avec celle impliquée dans le probléme de la hauteur d’étoile.
En effet, tous deux sont de la forme :

«Etant donnée une classe d’automates non-déterministes reconnaissant la classe
de langages C, est-ce qu’un langage donné K est dans C 7»

Si C est formé des langages de hauteur d’étoile k, il s’agit du probléme de la hauteur
d’étoile ?, sur les mots comme sur les arbres. Si C est formé des langages réguliers d’arbres

2. Les expressions réguliéres peuvent étre vues, quasi syntaxiquement, comme des automates non-



9.2. LA HIERARCHIE DE MOSTOWSKI 167

infinis ¢, j-faisables, il s’agit du probléme de décider du niveau dans la hiérarchie de Mos-
towski.

Cette analogie est a I'origine du théoréme 9.7. Dans les deux cas la réponse prend la
forme d’une réduction & un probléme de la forme :

«Est-ce qu'une fonction calculée par un automate a cofit est bornée sur K 7»

En fait, cette approche est en un sens trés générale. Ainsi, considérons une famille
de langages C (par exemple les langages reconnus par un automate a parité i, j, ou les
langages reconnus par une expression de hauteur d’étoile k, etc...). Nous ne faisons que
trois hypotheéses sur C : (1) a chaque langage L € C est associée la taille ny, du plus petit
automate qui le reconnait, (2) pour tout n, {L € C : nr = n} est fini, et (3) la classe C
est close sous union finie.

Considérons maintenant, pour un langage quelconque K, la fonction des entrées dans
N U {oo} suivante :

fK(t):inf{nL :teLCK, LEC}

Alors, nous affirmons que
(%) fk est bornée sur K si et seulement si K € C.

En effet, supposons K € C, alors clairement pour tout t € K, fx(t) < ng puisque t € K
et K C K. Donc fx est bornée sur K. Supposons maintenant que fx soit bornée sur K,
disons par n, et considérons le langage

K = U L.

LeC, LCK, np,<n

Bien entendu, K’ est une union finie de langages de C, et est donc un langage de C. De plus
il s’agit d’une union de langages L C K, et donc K’ C K. Enfin, considérons t € K, alors
il exists Ly € C tel que n,, <nette L C K. Le langage L; apparait donc dans ['union
définissant le langage K’, donc t € Ly C K. Ainsi, Paffirmation (x) est validée.

Ainsi, réduire un probléme d’appartenance d’un langage & une classes se traduit natu-
rellement en un probléme d’existence de bornes. Et ¢’est en pratique ce qu’il se passe. Ainsi,
pour la hauteur d’étoiles sur les mots, pour la hauteur d’étoiles sur les arbres, comme pour
I'indice de Mostowski, la réduction s’obtient en produisant un automate de cotlit pour fx, ou
plus exactement pour la fonction de colt de fx. Les techniques employées dans ce type de
réduction sont ensuite spécifiques a chaque probléme. A la connaissance de 'auteur, seules
des classes de machines non-déterministes permettent d’effectuer ce type de réduction, bien
que ce ne soit pas formellement requis par les explications ci-dessus.

déterministes possédant une structure particuliére. Ce paramétre de structure, dit d’entrelacement, a été
étudié par Eggan [37].
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Comme le probléme de décider de ’existence d’une borne pour les automates hBAparité
est pour 'instant ouvert, cette approche ne permet pas de conclure a la décidabilité de la
hiérarchie non-déterministe de Mostowski sur les arbres infinis.

Conjecture 9.9. Le probléme, étant donné un langage régulier L d’arbres infinis, et deux
entier i, j, de déterminer si L est accepté par un automate non-déterministe de parité i,j,
est décidable.

Bien entendu, une conséquence du théoréme 9.7 est que si la conjecture 9.1 est vérifiée,
alors la conjecture 9.9 l'est aussi.

Pourtant, cette approche a permis de donner deux nouveaux résultats partiels dans cette
direction.

Théoréme 9.10. Le niveau 0,1 (co-Biichi) de la hiérarchie de Mostowski non-déterministe
sur les arbres infinis est décidable.

Démonstration. Soit f une fonction de coiit calculée par un hB A co-Biichi-automate alter-
nant (seul le cas non-déterministe nous intéresse, mais nous ne nous servirons pas de cette
hypothése) d’arbres infinis, et L un langage régulier d’arbres infinis. Notre objectif est de
décider si f est bornée sur L, c’est a dire si f < xr.-

Le hB A co-Biichi-automate se transforme effectivement, en le dualisant et en le com-
posant avec ’automate déterministe en histoire de la proposition 7.31 en un —hB A Biichi-
automate alternant. Par le théoréme 9.4, cet automate peut étre transformé en un SABiichi-
automate non-déterministe d’arbres infinis.

Le langage L, quant & lui, est accepté par un automate de parité, qui, vu comme un
BAparité-automate, calcule la fonction . Or f est bornée sur L si et seulement si f < xr.
Ce dernier probléme est décidable par le corollaire 8.11. CQFD

Le deuxiéme résultat, dt & Vanden Boom et Kuperberg, est plus subtil.

Théoréme 9.11 (Vanden Boom et Kuperberg, non publié). Le probléme de déterminer,
étant donné un langage 1,2-faisable (Bichi), si son complémentaire est aussi 1,2-faisable
(Biichi ), est décidable.

En fait, les langages a la fois Biichi et de complémentaire Biichi sont bien connus, il
s’agit des langages faibles [38]. Nous aurons l'occasion de présenter ce résultat de Rabin
plus en détail au chapitre suivant (théoréme 10.4) qui traite de la logique monadique de
colit faible. Ainsi, le théoréme 9.11 peut-il étre reformulé comme suit.

Théoréme 9.12. Le probleme de déterminer, étant donné un langage 1,2-faisable (Bichi),
s’il est faible, est décidable.

Nous ne présentons pas cette preuve. Elle peut étre trouvée dans la thése de Kuperberg
[59]. Elle est plus complexe que la preuve du théoréme 9.10 et nécessite en particulier
d’utiliser des résultats fins concernants la classe des automates a cotit alternants faibles.
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Avec les résultats de Niwinski et Walukiewicz [83, 82| qui traitent entiérement le cas
des langages déterministes descendants en entrée, il s’agit des seuls résultats de décidabilité
connus pour la hiérarchie de Mostowski non-déterministe sur les arbres infinis.
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Chapitre 10

La logique monadique de coftit faible
et ses variantes

Ce chapitre traite de fragments de la logique monadique de cotlt sur les mots et les
arbres infinis, le probléme général restant ouvert (cf. conjecture 9.1). Les résultats présentés
dans ce chapitre sont principalement dus a Michael Vanden Boom et Denis Kuperberg
[ ) ) ) ]

La section 10.1 a pour but de rappeler les résultats classiques concernant la logique
monadique faible, et de présenter la suite du chapitre. La section 10.2 traite de la logique
monadique de coiit faible. La section 10.3 introduit la classe plus expressive des automates
alternants de Biichi compteur-faibles. Enfin, la section 10.4 traite de l’effondrement de
toutes ces classes sur les mots infinis.

10.1 Logique monadique faible

La logique monadique faible a la méme syntaxe que la logique monadique. La seule
différence est que les variables monadiques ne sont pas interprétées comme des ensembles,
mais comme des ensembles finis. Bien entendu, cela ne fait aucune différence sur les struc-
tures finies. Sur les arbres infinis, la logique monadique faible est strictement moins expres-
sive que la logique monadique. En particulier, il est impossible d’exprimer des propriétés
comme «il existe une branche contenant une infinité d’occurrences de la lettre a». En re-
vanche, sur les mots infinis (de longueur w), 'expressivité de ces deux logiques est identique.

Théoréme 10.1 (McNaughton [70]). La logique monadique et la logique monadique faible
définissent effectivement les mémes langages de mots infinis.

Il s’agit d’une conséquence du théoréme de determinisation sur les mots infinis. En
effet, considérons un énoncé de la logique monadique. Grace au théoréme de McNaughton,
il s’exprime au moyen d’un automate de Muller déterministe. Or, il est possible de produire
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une formule de logique monadique faible exprimant que «a la position x, I’état de la seule
exécution de 'automate sur ce mot est ¢g» (c’est assez simple puisque cet énoncé ne dépend
que du mot jusqu’a la position z, c’est a dire d’une portion finie du mot). Il est alors
facile d’exprimer des propriétés comme «1’état p apparait une infinité de fois», et donc, par
combinaison booléenne, le fait que I'unique exécution de I'automate de Muller déterministe
est acceptante.

Remarque 10.2. La logique monadique faible n’est pas a proprement parler un fragment de
la logique monadique. En effet, la logique monadique ne permet pas d’exprimer la propriété
«étre fini». Ainsi, sur une structure ne possédant que la prédicat unaire a, il est possible
d’exprimer en logique monadique faible que seul un nombre fini d’éléments portent la pro-
priété a (par exemple par la formule «il existe un ensemble (fini car il s’agit de la logique
monadique faible) tel que tous les éléments ayant la propriété a en font parti»), alors que
c’est impossible en logique monadique (sur une signature ne possédant que des relations
unaires, la logique monadique ne peut qu’exprimer que des combinaisons booléennes de
propriété de la forme «il y a exactement k& éléments satisfaisant une combinaison booléenne
de prédicats unairesy ). Néanmoins, sur toutes les structures auxquelles nous nous intéres-
sons dans ce document, la logique monadique faible peut étre vue comme un fragment de
la logique monadique. En effet, la propriété «étre infini» pour un ensemble X peut étre
exprimée en logique monadique sur toute structure possédant un ordre total. Pour cela il
suffit de deviner une partie de X qui, équipée de l'ordre total, est isomorphe & w, ou son
renversé w*. C’est bien entendu le cas pour les mots, c’est aussi indirectement le cas sur les
arbres puisque l'ordre lexicographique sur les nceuds de ’arbre est définissable et total.

Sur les arbres infinis (ou les mots infinis), il se trouve qu'il est significativement plus
simple (en termes conceptuels, et non pour des questions de complexité algorithmique) de
décider de la satisfaction de la logique monadique faible que pour la logique monadique
compléte. En particulier, il n’est pas nécessaire d’utiliser de résultats avancés sur les jeux
comme la détermination & mémoire finie. Une facon d’établir la décidabilité de la logique
monadique faible sur les arbres infinis est de la traduire en une forme spéciale d’automate :
les automates alternants faibles. Un automate (alternant) de Biichi sera dit faible si :

— Pour tout cycle, soit toutes les transitions sont Biichi, soit toute les transitions sont

non-Biichi.
Le résultat de cette définition est que si une partie (sur le jeu induit par un arbre) est
gagnante pour la condition de Biichi, alors & partir d’'un moment, la composante fortement
connexe finale étant atteinte, toutes les transitions sont de Biichi. Une autre fagon de voir
est que la condition de Biichi peut étre vue dans ce cas, également comme une condition
co-Biichi. En effet, sous ’hypothése d’étre faible, «voir une infinité de fois une transition de
Biichi» est équivalent & «ne voir qu'un nombre fini de transitions non-Biichi». Pour cette
raison, les automates de Biichi alternants faibles sont naturellement clos sous complément.

Les automates faibles sont en correspondance directe avec la logique monadique faible

comme le montre le théoréme suivant.
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Théoréme 10.3 (Muller, Saoudi, Schupp [75]). Un langage d’arbres infinis s’exprime en
logique monadique faible si et seulement s’il est effectivement accepté par un automate
alternant faible.

Les propriétés d’arbres exprimables en logique monadique faible possédent une caracté-
risation élégante, due & Rabin.

Théoréme 10.4 (Rabin [38]). Un langage d’arbres infinis L est exprimable en logique
monadique faible si et seulement si L et le complémentaire de L sont reconnus par des
automates non-déterministes' de Biichi.

La preuve originale de Rabin ne passe pas par les automates alternants faibles, et montre
directement 1’équivalence avec la logique monadique faible, ce qui est équivalent. Kupfer-
man et Vardi ont donné une preuve simplifiée, sous la forme ci-dessus, de ce résultat [62].
Remarquons néanmoins que cette caractérisation ne permet pas de décider, étant donné
un langage régulier d’arbres infinis, s’il est exprimable en logique monadique faible (nous
dirons simplement qu’il est faible).

Dans ce contexte, il est naturel de considérer le fragment faible de la logique monadique
de cotit. La logique monadique de cotit faible posséde la méme syntaxe que la logique
monadique de cofit, en revanche, lorsqu’une formule de cette logique est évaluée, les variables
monadiques ne peuvent prendre comme valeur que des ensembles finis.

Plusieurs questions se posent alors naturellement.

1. Peut-on décider de la logique monadique de cott faible sur les arbres infinis? En
effet, la décidabilité de la logique monadique de cofit sur les arbres infinis est un probléme
ouvert (conjecture 9.1). Nous verrons que le théoréme 10.5 répond positivement & cette
question, et pour cela établit une équivalence entre la logique monadique de cott faible et
les B A Biichi-automates alternants faibles.

2. La logique monadique de coiit et sa variante faible ont-elles la méme expressivité sur
les arbres infinis 7 La réponse a cette question est simple : non. Cela s’obtient par réduction
au résultat de séparation pour les langages réguliers.

3. La logique monadique de coiit et la logique monadique de cotit faible ont-elles la
méme expressivité sur les mots infinis? En effet, contrairement au cas des langages, les
automates ne peuvent étre déterminisés. Il n’est donc pas possible d’utiliser ’argument
de déterminisation de McNaughton (théoréme 10.1). Les deux logiques sont pourtant bien
équivalentes, comme 1’établira le théoréme 10.10.

4. Peut-on caractériser la logique monadique de cofit faible sur les arbres infinis comme
les fonctions de cotit qui sont reconnu & la fois par un B A Biichi-automate non-déterministe
et par un S A Biichi-automate non-déterministe ? Il s’agirait de I’énoncé correspondant
naturellement au théoréme 10.4 dans I'univers des fonctions de cotit. Nous verrons que la
réponse & cette question est négative, et que les fonctions de coiit qui sont & la fois reconnues

1. Ou, de maniére équivalente, des automates alternants de Biichi, grace & la «breakpoint construction»

[75].
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par B A Biichi-automate non-déterministes et par S A Biichi-automate non-déterministes
forment une classe strictement plus grande que les fonctions de cotit définissable en logique
monadique de cotit faible : la classe des fonctions de cofit reconnues par les automates
B A Biichi-automates alternants compteur-faibles.
L’étude de ces questions étaient a l'origine de la thése de Michael Vanden Boom, & Oxford,
et a été objet de collaborations avec Denis Kuperberg, étudiant en thése a Paris. A l'issu
des ces travaux, toutes ces questions ont trouvé une réponse.

Dans la suite de ce chapitre, nous donnons quelques précisions supplémentaires sur ces
résultats.

10.2 Logique monadique de cofit faible sur les arbres infinis

La premiére question a laquelle il s’agissait de répondre était la décidabilité de la relation
de domination pour les fonctions définies en logique monadique de cotit faible sur les arbres
infinis. Vanden Boom établit ce résultat en utilisant une approche similaire a celle de la
logique monadique faible, c’est & dire en faisant usage d’automates alternants faibles. Ainsi,
un B A Biichi-automate alternant est dit faible si (la définition est identique a celle dans le
cas des langages) :

— Pour tout cycle, soit toutes les transitions sont Biichi, soit toute les transitions sont

non-Biichi.

Théoréme 10.5 (Vanden Boom [12]). Les énoncés suivants sont effectivement équivalents
pour une fonction de codt sur les arbres infinis :

— étre définissable en logique monadique de cott faible,

— étre reconnue par un B A Bichi-automate alternant faible,

— étre reconnue par un —B A Biuchi-automate alternant faible.

Ce résultat, combiné avec le théoréme 9.4 (simulation pour les automates de cott B A
Biichi et S A Biichi) et le corollaire 8.11 (décidabilité de la domination entre fonctions
acceptées par automates B A parité et S A parité), nous donne alors le corollaire suivant.

Corollaire 10.6. La logique monadique de coit faible est décidable sur les arbres infinis.

En suivant 'approche déja utilisée & de nombreuse reprise au cours de ce document,
démontrer un tel résultat revient essentiellement & démontrer que les B A Biichi-automates
alternants faibles satisfont certaines propriétés de cloture effective.

Les clétures sous min et max sont bien entendu évidentes, comme toujours pour les au-
tomates alternants. Le point intéressant est la cloture sous inf-projection et sup-projection.
En fait, comme il s’agit de la variante faible de la logique, il s’agit de démonter un ré-
sultat plus faible de projection : en quelque sorte, la projection se fait par rapport a4 une
partie finie de 'arbre (en effet, la projection correspond a deviner la valeur d’une variable
monadique. Or cette variable monadique peut étre circonscrite & un préfixe fini de I'arbre
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dans le cas de la logique monadique faible). Rappelons que la cloture sous inf-projection est
aisée sur un automate non-déterministe (lemme 8.6). Dans le cas présent, nous ne dispo-
sons que d’automates alternants. Il convient donc de «désalterner» (ce que 'on appelle la
simulation, cf. lemme 8.14) 'automate alternant. Le probléme que nous avons alors est que
cette procédure produit un B ABilichi-automate non-déterministe ou un S ABiichi-automate
non-déterministe équivalent. Or, ces formes d’automates sont strictement plus expressives
que la logique monadique faible. L’astuce dans le cas des logiques monadiques faibles, et
donc en particulier dans le cas de la logique monadique de cofit faible, consiste a effectuer
une simulation partielle, c’est & dire & ne transformer 'automate alternant en automate
non-déterministe que sur une portion finie de ’arbre.

10.3 Les automates compteur-faibles et leur caractérisation

Nous avons rencontré le théoréme 10.4 qui caractérise les langages d’arbres infinis dé-
finissables en logique monadique faible comme ceux qui sont acceptés par un automate
non-déterministe de Biichi, et dont le complémentaire est aussi accepté par un automate
non-déterministe de Biichi. Il est naturel de s’interroger sur une éventuelle extension de ce
théoréme au cas des fonctions de coiit sur les arbres infinis. Une question naturelle est de
déterminer tout d’abord quelle est la caractérisation «équivalente» a «étre accepté par un
automate de Biichi et avoir son complémentaire accepté par un automate de Biichi.» La
question correspondante pour les fonctions de cofit est la suivante :

Quels sont les langages d’arbres infinis qui sont & la fois acceptés par un B A
Biichi-automate non-déterministe et par un SABiichi-automate non-déterministe 7

En particulier, est-ce que cette classe coincide avec les langages définissables en
logique monadique faible ?

Si le résultat de Rabin s’étendait aux fonctions de cotit, la réponse a la deuxiéme question
devrait étre positive. Kuperberg et Vanden Boom, qui ont étudié finement cette classe, ont
répondu par la négative. Nous décrivons dans la suite de cette section leur contribution.

Leur réponse ne fait en pratique pas référence a la logique monadique de cott faible,
mais utilise sa caractérisation en termes d’automates faibles (théoréme 10.5). Ainsi, nous
avons vu la notion de BABiichi-automates alternants de cotit faibles, dont I’expressivité est
équivalente & la définissabilité en logique monadique de cofit faible. Dans de tels automates,
le long de tout chemin (c.-d-d, dans toute partie du jeu obtenu en appliquant ’automate
a un arbre), syntaxiquement, I’automate ne peut passer qu'un nombre borné de fois entre
des transitions de Biichi et des transitions qui ne sont pas de Biichi. Cela s’exprime comme
suit :

— tout cycle dans 'automate est composé, soit uniquement de transitions Biichi, soit

uniquement de transitions non-Biichi.

Ainsi, passer d’une transition de Biichi a une transition non-Biichi (ou vice-versa), ne peut
se faire qu’en changeant de composante fortement connexe.
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Les B A Biichi-automates alternants compteur-faibles > bornent également le nombre de
changements possibles entre une transition Biichi et une transition non-Biichi, mais le font
au moyen de leurs compteurs. Ainsi, un BABiichi-automate alternant est compteur-faible
s’il satisfait la contrainte suivante :

— pour tout cycle dans 'automate qui contient & la fois une transition Biichi et une
transition non-Biichi, il existe un compteur (de la condition B) qui est incrémenté et
n’est pas remis a zéro.

Ainsi, si au cours d’une partie dans le jeu induit par 'automate appliqué a un arbre, un
grand nombre d’alternances entre des transitions Biichi et des transitions non-Biichi est
rencontrée, alors inévitablement, 'un des compteurs prendra une grande valeur, et ’arbre
ne sera pas accepteé.

Si l'on cherche & adapter la preuve de Kupferman et Vardi [62], aux fonctions de coiit,
ce sont des automates compteur-faibles qui sont produits. Cela nous donne le théoréme
suivant.

Théoréme 10.7 (Kuperberg, Vanden Boom [60]). Les énoncés suivants sont effectivement
équivalents pour une fonction de codt sur les arbres infinis :
— étre accepté par un B A Blichi-automate alternant compteur-faible,
— étre a la fois accepté par un BABlchi-automate non-déterministe et par un S ABiichi-
automate non-détermniste.

Le résultat complémentaire, et peut-étre le plus surprenant, est le suivant.

Théoréme 10.8 (Kuperberg, Vanden Boom [60]). Sur les arbres infinis, les B A Biichi-
automates alternants compteur-faibles sont strictement plus expressifs que les B A Biichi-
automates alternants faibles.

En effet, cet énoncé illustre une différence entre le cas des langages et des fonctions de
cotit. Dans ce dernier cas, deux classes distinctes sont & considérer, les fonctions de cotit
faibles et les fonctions de cotlit compteur-faible, alors que ces deux notions coincident dans
le cas des langages.

Une question naturelle s’ensuit :

Existe-t-il une logique «naturelle» qui caractérise les fonctions de cofit reconnues
par les B A Biichi-automates alternants compteur-faible 7 Cette logique est-elle
décidable, et plus précisément, est-elle plus facile a décider que la logique mo-
nadique de cofit sur les arbres infinis ?

Nous donnerons des réponses & cette question au cours de la description de la piste 11.1.

2. Kuperberg et Vanden Boom ont introduit cette notion sous le nom d’automate quasi-faible. Nous
adoptons ici la terminologie proposée par Jean-Eric Pin d’automate «compteur-faible», qui donne plus
d’intuition sur la nature de la notion.
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10.4 Effondrement sur les mots infinis

La logique monadique faible et la logique monadique sont d’expressivité différente sur
les arbres infinis, mais, comme I’énonce le théoréme 10.1 de McNaughton, ces deux logiques
coincident sur les mots infinis. Qu’en est-t-il de la logique monadique de coiit faible et de
la logique monadique de cotit ?

Remarque 10.9 (Séparation sur les arbres). Soit L un langage d’arbres infinis tel que la
fonction de cotiit xy est définissable en logique monadique de cofit faible, disons par la
formula . Cela signifie qu’il exists n tel que L = {u : [p](u) < n}. En utilisant la
proposition 2.7 (ou plus exactement son adaptation directe a la logique monadique de cotit
faible), nous obtenons que L est définissable en logique monadique de coiit faible.

Ainsi, supposons que L est un langage d’arbres infinis définissable en logique monadique,
mais non définissable en logique monadique faible (par exemple le langage «il existe une
branche le long de laquelle une infinité de a apparaissent» ). Alors y, est définissable en lo-
gique monadique de cotit (simplement en utilisant la méme formule). Par contre, supposons
que x soit définissable en logique monadique de cott faible, alors, d’aprés la remarque
précédente, L serait aussi accepté en logique monadique faible. Contradiction.

En revanche, la question est beaucoup moins évidente pour les mots infinis. En effet,
il existe essentiellement deux méthodes pour montrer que la logique monadique peut étre
transformée en logique monadique faible sur les mots :

1. Il suffit de transformer la formule de la logique monadique en un automate de Muller
déterministe (il s’agit de la construction de déterminisation de McNaugthon [70]).
[’automate déterministe se traduit ensuite simplement en logique monadique faible.

2. Il suffit de remarquer qu’un langage de mots infinis reconnu par une formule de la
logique monadique ainsi que son complémentaire sont tous deux acceptés par des
automates de Biichi (conséquence des résultats fondateurs de Biichi [10]). Il s’ensuit,
en utilisant le théoréme 10.4 (qui lui est vrai dans le cas plus général des arbres infinis)
que le langage est définissable en logique monadique faible.

Ces deux techniques sont inapplicables pour la logique monadique de cofit, en effet :

1. Tl n’existe pas de modéle déterministe d’automate (connu et utilisable) équivalent &
la logique monadique de cofit.

2. Toute fonction de colit sur les mots infinis définie par une formule de la logique
monadique de cofit est & la fois acceptée par un B ABiichi-automate non-déterministe
et par un S A Biichi-automate non-déterministe (il s’agit de ’énoncé corresponant au
cas des langages). En revanche, nous avons vu que la transposition du théoréme 10.4,
ne caractérise pas la classe des langages des fonctions de cotit définissables en logique
monadique faible, mais la classe strictement plus expressive des automates alternants
compteur-faibles. La conclusion n’est pas celle escomptée.
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Pour ces raisons, les techniques classiques sont inadaptées pour établir une relation d’équi-
valence entre la logique monadique de cofit et sa variante faible sur les mots infinis. La
preuve du théoréme suivant nécessite pour ces raisons de nouvelles techniques.

Théoréme 10.10 (Kuperberg,Vanden Boom [(1]). La logique monadique de codt faible et
la logique monadique de codt ont effectivement la méme expressivité sur les mots infinis.

Ce dernier résultat cldt notre description des classes de fonctions réguliéres de cofit
faibles et compteur-faibles.
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Chapitre 11

Pistes

Nous avons largement exposé au cours de ce document la notion de fonction réguliére
de cotit et les résultats connus qui s’y rapportaient. Nous préférons, en guise de conclusion,
présenter plusieurs pistes de recherche prolongeant ces travaux. En effet, de nombreuses
questions restent encore en suspens, et il existe plusieurs directions pour des extensions
pertinentes de ce modéle.

La premiére des pistes a explorer s’intéresse a la question ouverte principale sur les
fonctions réguliéres de cotit, & savoir la décidabilité de la domination entre fonctions cal-
culées par des formules de la logique monadique de coiit sur les arbres infinis (piste 11.1).
Certains affaiblissements de cette questions sont considérés. Nous nous intéressons ensuite
a la possibilité d’une formalisation autre des fonctions de cotit au moyen de ’analyse non-
standard (piste 11.2). La piste 11.3 s’intéresse a la résolution de problémes dans lesquels
plusieurs bornes sont impliquées simultanément. L’application des fonctions réguliéres de
colit a la vérification de modéles est envisagée dans le piste 11.4. La résolution de problémes
de décision plus fins que la domination est ensuite considéré (piste 11.5). Nous omettons ici
d’autre questions, en particulier traitant de la relation entre la logique monadique de cotit
et la logique MSO + U.

11.1 Vers la résolution des fonctions de cotiit sur les arbres
infinis

Comme nous 'avons vu au cours de ce document, le grand probléme ouvert de la théorie
des fonctions réguliéres de coiit est la décidabilité de la domination sur les arbres infinis.
Ce probléme s’avére complexe. Il existe pourtant plusieurs types de résultat, en un sens,
plus faibles, qui méritent d’étre étudiés, et qui sont susceptibles d’apporter quelques idées
quant a la résolution du cas général.

Nous avons vu le résultat caractérisant la logique monadique de cott faible sur les
arbres infinis (théoréme 10.5), et le résultat de décidabilité qui lui est lié. Nous avons vu
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également la notion d’automates & cotit compteur-faibles. La motivation était de caractériser
les fonctions de cott simultanément B A Biichi et S A Biichi (theorem 10.7). Une question
naturelle est de déterminer si une logique (naturelle) correspond a la notion d’automates
compteur-faibles.

La réponse a cette question est positive. Pour 1’énoncer, il convient de définir la notion
de point-fixe borné. Considérons, une formule p(X, y) possédant, entre autres, une variable
libre X monadique, et une variable libre du premier ordre y. Nous supposons que les pré-
dicats de la forme t € X apparaissent positivement dans la formule. Le dépliage de cette
formule & I'ordre n est défini par récurrence par :

Py(z) =L et ¢ (2) =ply 2t € X o, (B)]

ou la notation [t € X < ¢"(t)] signifie que I'on substitue dans ¢ a chaque occurrence de la
construction ¢ € X (pour un ¢ quelconque) la formule ¢"(¢). Remarquons que 1’hypothése
de positivité dans I'apparition des tests ¢ € X a deux conséquences. La premiére est que
©" = ©"*L(t). La seconde est que si ¢ est une formule monadique de cofit, il en va de
méme pour ¢"(t), en particulier en ce qui concerne la positivité des prédicats de cardinal.

Ajoutons maintenant 'opérateur de point-fixe borné a la logique monadique de cofit
(faible), c.-a-d. qu’il devient possible d’utiliser la construction g0§7y(z) dans la logique,
pourvu que cette construction apparaisse positivement. Comme pour la logique monadique
de cotit, la sémantique d’une formule ¢ de cette logique est définie comme :

[£](S) =inf{n : S,N =n|= ¢} .

Ainsi, cette logique permet non seulement de vérifier que le cardinal de certains ensembles
ne dépasse pas n, mais également permet de garantir que certains éléments apparaissent
rapidement dans un point-fixe, c.-d-d. aprés moins de n itérations du point-fixe.

Exemple 11.1. Par exemple, la formule
Ve Veg [y=21VvVIze X arc(z,y)]g’y (x2) ,

exprime le diamétre d’un graphe. Ainsi, la fonction de coiit est la méme que dans ’exemple 2.5,
mais est encodée de maniére trés différente.

Remarque 11.2. Une construction similaire permet, si la structure posséde un ordre total
définissable (il s’agit en particulier du cas des mots et des arbres, finis ou infinis), de définir
le prédicat | X| < N au moyen d’un point-fixe borné. Ainsi, sur de telles structures, il n’est
pas nécessaire d’utiliser de prédicats de cardinal.

Sur les mots finis ou infinis et sur les arbres finis (il s’agit d’une conséquence du théoréme
suivant dans le cas pathologique des structures finies), cette logique a la méme expressivité
que la logique monadique de cofit. En revanche, sur les structures finies en général, la
question est ouverte, et la réponse est vraisemblablement négative : il existe des formules
de la logique monadique de coiit avec point-fixe borné pour lesquelles il n’existe pas de
formule de la logique monadique de cofit équivalente.
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Théoréme 11.3 (Blumensath, C., Kuperberg, Vanden Boom, non publié). Les propriétés
suivantes sont équivalentes pour une fonction de cott sur les arbres infinis :

— étre définissable par un B A Biichi-automate alternant compteur-faible,

— étre définissable en logique monadique de codt faible avec point-fize borné.
De plus, la domination pour les fonctions définissables en logique monadique de cotit faible
avec point-fize borné est décidable.

Ce résultat nous donne donc accés a une logique plus expressive que la logique mona-
dique de coiit faible, tout en gardant la décidabilité sur les arbres infinis.

Ensembles fins. Dans I'objectif d’établir la décidabilité de la logique monadique de cotit
sur les arbres infinis, un autre cas intéressant mérite d’étre étudié, celui des arbres fins.
Un ensemble de neeuds d’un arbre est dit fin («thin») si, quand il est clos vers le haut, il
ne contient qu'un nombre dénombrable de branches. Un arbre est fin si ’ensemble de ses
neeuds est fin. En particulier, un arbre est fin si et seulement s’il ne contient pas d’arbre
binaire complet induit.

Les arbres fins et les ensembles fins sont significativement plus simples que les ensembles
de nceuds généraux d’un arbre. Pour cette raison, il est probable que les deux problémes
suivant soient plus faciles & établir que la décidabilité de la logique monadique de cotit sur
les arbres infinis généraux.

Question ouverte 11.4. Le probléeme de la domination entre formules monadiques de coit
sur les arbres infinis fins est-il décidable ¢

La seconde question est plus générale.

Question ouverte 11.5. Le probléeme de la domination entre formules monadiques de coit
dans lesquelles la quantification ne porte que sur des ensembles fins est-il décidable sur les
arbres infinis ?

11.2 Analyse non-standard et théorie interne des ensembles

Beaucoup de raisonnements dans la théories des fonctions de coiit sont réalisés, au
niveau intuitif, au moyen de descriptions comme «le nombre d’occurrences de la lettre a est
grand» ou «l'intervalle délimité par des b consécutifs est petit.» En pratique, c’est toujours
& ce niveau que les preuves sont cherchées. L’apparition de fonctions de corrections refléte
la matérialisation en langage mathématique de ces concepts.

Une question naturelle est donc : est-t-il possible de faire mieux, et de rester dans les
preuves plus proches de cette intuition ? Ainsi, est-il possible de raisonner formellement en
utilisant des concepts comme «grand» et «petit» ?

L’approche profinie de Torunczyk offre une premiére réponse a cette question : il est
possible de voir les fonctions réguliéres de cotit comme des langages de mots profinis (voir
la section 1.5). Dans cette terminologie beaucoup de notions sont simplifiées. Cette idée est
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a l'origine de 'approche «non-standard» que nous développons maintenant, et qui offre une
alternative a I'utilisation des langages de mots profinis.

Des questions similaires existent depuis I'origine de ’analyse, quand Leibniz, puis Eu-
ler et Cauchy faisaient usage de quantités «infiniment petites» dans leurs raisonnements,
aucun fondement rigoureux n’était alors donné pour justifier 'utilisation de ces objets. Le
développement rigoureux de ’analyse menée, entres autres, par Dedekind et Weierstrass,
a progressivement cantonné la notion d’infiniment petit au discours informel. La notation
privilégiée devint alors d’utiliser des variables €, pour faire tendre explicitement certaines
quantités vers zéro. L’analyse non-standard, initiée par Robinson en 1961 [90], propose
un cadre formel rigoureux dans lequel la notion d’infiniment petit prend un sens précis.
Cela prend en particulier la forme d’un corps algébriquement clos, les hyperréels *R, qui
étendent strictement les réels, et contient de nouveaux éléments interprétés comme des «in-
finiment petits» et des «infiniment grandsy. Dans ce cadre, les notions comme la continuité
s’expriment par des énoncés similaires 4! «pour tous hyperréels x ~ y, f(z) ~ f(y)» ou
x ~ y signifie que x —y est un infiniment petit. Beaucoup de raisonnements sont grandement
simplifiés quand ils sont réalisés dans les hyperréels plutét que dans les réels, et ’analyse
moderne fait un usage intensif de cette approche.

En 1977, Nelson propose une description axiomatique de l’analyse non-standard, la
théorie interne des ensembles («internal set theory», ou simplement IST) [30]. L’IST
est une extension de la théorie des ensembles et de ZFC en particulier. Dans ZFC, tous les
objets sont des ensembles, et une seule relation permet de les comparer, I’appartenance «E€».
Les axiomes de la théorie énoncent les propriétés de la relation €. Dans IST, une nouvelle
notion peut étre exprimée : certains objets = (ensembles) sont «standards», ce qui est noté
simplement St(z), quand d’autres ne le sont pas. Intuitivement, les objets standards sont les
objets accessibles, alors que les objets non-standards en sont un prolongement inaccessible.
Tous les axiomes de ZFC restent valides dans IST. De nouveaux axiomes, permettant de
raisonner avec la notion d’étre «standard», sont également disponibles. Travailler dans IST
plutot que dans ZFC n’apporte rien & ZFC en terme de pouvoir de preuve (on dit qu’il
s’agit d'une extension conservative). En effet, tout énoncé «classiquey, c.-a-d. ne faisant
pas référence a la nouvelle notion «étre standard», peut étre prouvé dans ZFC si et seulement
si il peut étre prouvé dans IST. L’apport d’IST est que l'utilisation du nouveau prédicat
St(z) permet de simplifier énormément certaines preuves d’énoncés classiques.

Dans IST, toute notion classique est autant valable que dans ZFC, et ne peut définir
(c’est une conséquence des axiomes) que des objets standards. Ainsi, N,R,1,2,v/2,7,...
sont des objets standards. Par contre, bien que N soit un ensemble standard, tous les enters
ne sont pas standards. De nouveaux entiers apparaissent qu’il faut comprendre comme
«arbitrairement /infiniment grands.» De méme, certains réels sont non-standards. Ceux-

1. Cette description est incorrecte en tant que telle. En particulier, f est une fonction des réels dans
les réels, et il faut donc d’abord ’étendre en une fonction des hyperréels dans les hyperréels * f. De plus,
cet énoncé exprime la continuité uniforme et non simplement la continuité. Pour exprimer la continuité, il
suffit de restreindre x & prendre ses valeurs parmi les réels (et non les hyperréels).
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ci peuvent étre vus comme des infiniment petits (plus généralement des réels infiniment
proches de réels standards), et des infiniment grands.

La force de I'IST est que cette extension est faite au niveau de 'axiomatique, et toutes
les objets mathématiques sont accessibles, certains pouvant maintenant prendre une forme
non-standard. Ainsi, il existe naturellement des mots finis standards, et des mots finis non-
standards, il existe des arbres infinis standards, et des arbres infinis non-standards, etc. ..
Bien qu’il soit hors de propos ici de développer ces notions plus en détails, nous allons
essayer de mettre & profit ces nouvelles possibilités pour décrire les fonctions de coiit.

Pour commencer, plagons-nous dans un contexte général. Considérons une formule ¢
(du langage mathématique, pas d’une logique en particulier) classique (c.-d-d. qui ne fait
pas usage du mot clef «standard»), et qui est monotone en une variable entiére n, (c.-a-d.
v(n) = ¢(n+1) pour tout n, ce qui peut étre garanti de maniére syntaxique en autorisant
l'usage de la variable n uniquement dans des prédicats de la forme «? < mn» apparaissant
positivement dans la formule). Nous supposons dans la suite que ¢ est toujours une telle
formule. Nous noterons 3°*n ¢ le fait qu’il existe un entier standard n tel que ¢ est satisfaite,
et V75%n ¢ le fait que pour tout n non-standard, ¢ est satisfaite.

Alors, une conséquence simple des axiomes d’IST est :

Proposition 11.6. Si © n’a que des paramétres standards, alors
Inge < Fnep.
De plus, méme si certains parametres de ¢ prennent des valeurs non-standards,
Fnep < V.

Nous allons appliquer ces faits pour montrer comment simplifier les questions d’existence
de borne. Rien ne nous oblige de se placer dans le cadre restreint de la logique monadique
de cotit. Ainsi, nous nous intéressons a décider (en fait, simplement reformuler) la véracité
d’une formule

In QT ¢,
oll Q7 est une séquence de variable quantifiée, et ¢ est une combinaison booléenne positive
de prédicats R(y) n’impliquant que des variables y de Z, et de prédicats f(y) < n, ou f est
une fonction dans les entiers et les variables ¢ appartiennent a z. Les prédicats R, ..., et
f,... doivent étre standards.
Le probléme de l'existence de borne pour une fonction QX v de la logique monadique

de coiit sur les mots (bien que cela ne change rien) est une formule de cette forme. En effet,
il s’agit de résoudre (en simplifiant les notations) :

InVu e A* QX 1 .

Ainsi, sans ce cas, la seule fonction f nécessaire est la fonction cardinal X — |X|.
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Il se trouve que, en utilisant la premiére équivalence énoncée dans la proposition ci-
dessus, il est équivalent & In QT ¢ de résoudre :

In Qz .

Or, la deuxiéme partie de la proposition permet d’exprimer I’existence d’'un n standard
par une quantification universelle. Il s’ensuit que 3*n commute avec les quantifications
existentielles et universelles. Ainsi, il est équivalent de résoudre :

Qz Fn ¢ .
Enfin, une derniére analyse nous montre qu’il est équivalent de résoudre la formule
Qz ¢**

ot ¢°% est la formule ¢ dans laquelle chaque prédicat f() < n est remplacée par St(f()).

Ainsi, en utilisant I’approche non-standard, chaque propriété quantitative | X| < n, qui
est de nature «quantitativey, est naturellement remplacée par un prédicat St(|X|) qui lui
est un prédicat booléen, non-standard. Vue sous cet angle, la logique monadique de cofit
n’est rien d’autre que la logique monadique usuelle, dans laquelle il est possible d’exprimer
qu’un ensemble est de taille standard, ce test n’étant autorisé & apparaitre que positivement.

Bien entendu, nous n’avons pour l'instant que reformulé les questions étudiées par les
fonctions réguliéres de cotit dans le cadre de la théorie interne des ensembles. Le vrai
travail reste a faire, & savoir, mener les preuves dans ce nouveau cadre. Il est probable que
de nombreux points techniques peuvent étre simplifiés de la sorte.

11.3 Une extension des fonctions de cofit & plusieurs ordres
de grandeur

Nous avons vu, au cours des développements de ce document, qu’il était utile, parfois, de
considérer des problémes impliquant plusieurs bornes simultanément. C’est en particulier le
cas quand il s’agit de décider de la domination d’une fonction f par une fonction g, disons
sur 'ensemble des mots A* :

f<g si et seulement si Vm3n Yu € A" g(u) <m — f(u) <n.

Imaginons que ¢ et ¥ soient des formules de la logique monadique de cotit définissant
respectivement f = [¢] et g = [¢], et dénotons par ¢[m], la formule ¢ dans laquelle la
constante N a été remplacée par m (et de maniére similaire pour 1[n]). On a alors u = ¢[n]
si et seulement si [f](u) < m (nous nous autorisons ici quelques licenses de notation qui ne
devraient pas nuire a la compréhension).
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La propriété de domination peut alors se récrire comme
Vm3n Yu € A" (u = ¢Y[m]) = (u = ¢[n]) .
ou encore,
VYm3n Vu € A* (u =€) ot & —y[m] Vv n] .

La formule £ est une formule dont la syntaxe est celle de la logique monadique, augmentée
de la possibilité d’utiliser le prédicat | X | < n and il apparait positivement dans la formule,
et le prédicat | X| < m quand il apparait négativement dans la formule. L’extension de la
logique monadique de cofit & plusieurs ordres de grandeurs généralise ce type d’énoncés a
des formules quelconques, et & des contextes contenant un nombre arbitraire de variables.

Ainsi, fixons nous une série de quantifications VYn;3dnoVns . .., que nous abrégerons sim-
plement en Q7. Une formule de la logique monadique de cotit a plusieurs ordres de
grandeur dans le contexte de quantification Qn, ou plus simplement une Qn-formule, est
une formule de la logique monadique augmentée par la possibilité d’utiliser les prédicats de
la forme | X| < n; apparaissant (3) positivement si la variable n; est quantifiée existentielle-
ment dans Qn, et (V) négativement si la variable n; est quantifiée universellement dans Q7.
Ainsi, les formules de la logique monadique sont des e-formules, les formules de la logique
monadique de cofit sont des IN-formules, et leurs complémentaires sont des VN-formules.
La formule & ci-dessus est une Vm3n-formule.

11 est naturel d’élever la totalité de la théorie des fonctions de cotit réguliéres & ce cadre
plus général. Par exemple le résultat de décidabilité sur les mots est le suivant :

Thé(_)réme 11.7 (non publié). Le probleme, étant donné une Q-formule @, de décider si
«E= Qn Yu € A* p» est décidable.

En appliquant ce résultat a la formule £ ci-dessus, cela nous redonne une preuve de la
domination pour les formules de la logique monadique de cofit.

Pourquoi appeler cette logique «a plusieurs ordres de grandeur 7» C’est assez naturel.
Une formule Qn ¥ (ici, le fait que ¥ soit d’une logique particuliére n’a pas réellement
d’importance) peut étre vue comme un jeu. Le jeu consomme la formule depuis 'extérieur.
Quand une variable est quantifiée existentiellement, le joueur existentiel joue en choisissant
la valeur de la variable, et quand une quantification universelle est rencontrée, le joueur uni-
versel choisit la valeur de la variable. Quand toutes les quantifications ont été consommeées,
si la formule W est satisfaite pour cette valuation des variables de 7, le joueur existentiel
gagne, sinon le joueur universel est vainqueur. Il est intuitif et classique que ce jeu modélise
I’évaluation de la formule.

Si maintenant ¥ utilise de maniére positive les variables quantifiées existentiellement,
et de maniére négative les variables quantifiées universellement, cela transparait dans les
stratégies possibles des joueurs. En effet, cela signifie que, quand un joueur choisit la valeur
d’une variable n; au cours du jeu, il a tout intérét a la choisir la plus grande possible. Ainsi,
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si la quantification est de la forme dn;Vnydng, alors le joueur existentiel a tout intérét
a choisir n; trés grand. A cela, le joueur universel a tout intérét a répondre par no trés
grand, et en particulier trés grand devant n;. Enfin, le joueur existentiel choisissant ns a
encore intérét, lui aussi, a choisir ng trés grand, cette fois-ci devant n; et no. En ce sens,
il y a l'ordre de grandeur «des constantes et de tout ce qu’elle peuvent produirey», et il
faut considérer que ny est au delad de cette plage de valeur. Ainsi, ny est d’'un ordre de
grandeur supérieur & toutes les «constantes». En suivant la méme intuition ny est d’'un
ordre de grandeur supérieur a n, et ng est d’'un ordre de grandeur supérieur a ng (et par
conséquent aussi ny). Cette approche par ordre de grandeur généralise I’approche intuitive
«petit/grand» utilisée pour les fonctions réguliéres de cont.

Cette vision a plusieurs ordres de grandeur se marie trés bien avec la théorie interne des
ensembles que nous avons évoquée comme piste précédente. Plus précisément, il existe des
extensions de 'IST qui autorisent de manipuler plusieurs ordres de grandeur. Il s’agit en
particulier de la théorie interne des ensembles relative («relative internal set theory»,
RIST) [34] (dont il existe plusieurs variantes). Dans cette extension, au lieu d’un unique
prédicat unaire St permettant de séparer les objets standards des objets non-standards,
une relation binaire T est utilisée. L’expression z T y signifie «x est plus standard que
y». La possibilité de manipuler des objets standards & différent niveaux est exactement ce
qu’il manque pour pouvoir traiter des fonctions de coiit & plusieurs ordres de grandeur. Le
gain apporté par 'utilisation de I’analyse non-standard est vraisemblablement encore plus
sensible pour ces questions impliquant plusieurs ordres de grandeur.

11.4 Jeux et vérification de modéles

L’une des conséquences de la théorie des langages réguliers sur les modéles infinis est
qu’elle propose des outils permettant d’aborder un certain nombre de questions en véri-
fication de maniére uniforme. Cette approche générique est souvent optimale. Citons en
particulier les problémes de vérification de modéle («model-checking» ). Par exemple, il
est possible de définir un jeu & pile comme un jeu infini, dont les positions sont les confi-
gurations d’un automate a pile. Les coups possibles sont les transitions de I'automate. Un
ensemble régulier de configurations appartient au jouer Eve et le reste appartient a Adam.
Un tel jeu & pile peut étre équipé d’une condition de gain, par exemple de parité en donnant
Pensemble régulier des configurations de priorité 1, 'ensemble régulier des configurations
de priorité 2, etc. ..

Théoréme 11.8 (conséquence de [70], et [105] pour la complexité). Décider du vainqueur
dans un jeu a pile de parité est DEXPTIME.

Ce théme de recherche a connu un regain d’intérét quand des conditions de gain non-
réguliéres ont été considérées, et plus précisément des conditions comme «au cours de la
partie, la taille de la pile n’est pas bornée» , ainsi que les combinaisons de cette condition
avec les conditions de parité [19, 14, 39, 94].
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L’utilisation des fonction réguliéres de cotit offre de nombreuses perspectives de conti-

nuations de ces questions. Citons en particulier :

— Peut-on résoudre un jeu a pile dont 'objectif est une fonction réguliére de cotit sur
les parties. Ainsi, 'objectif d’Eve est de produire un entier n et une stratégie o dans
le jeu garantissant que pour toute partie compatible avec cette stratégie, I’objectif ne
dépasse pas la valeur n.

— Dans les extensions mentionées ci-dessus, la taille de la pile peut étre remplacée par
une fonction (réguliére de coiit) de la pile.

D’autres variations prennent leur sens dans le cadre quantitatif.

11.5 Vers une analyse plus fine

Beaucoup de travaux en analyse mathématique peuvent étre compris comme établissant
des inégalités entre différentes quantités. Ces résultats peuvent étre ordonnés suivant leur
finesse. Tao présente par exemple une telle classification en (1) inégalités exactes, (2) inéga-
lités presque exactes, (3) quasi-inégalités, (4) quasi-inégalités avec pertes logarithmiques,
(5) quasi-inégalités avec pertes polynomiales, et (6) inégalités grossiéres |99]. Les inégalités
exactes sont de la forme X <Y, ou X < CY, ou C est une constante comme e ou 7.
Les inégalités grossiéres sont de la forme X < f(Y) pour f une fonction non controlée.
Cette description offre une gradation, du plus précis au plus grossier. Il est courant, et
méme nécessaire dans le développement de résultats, d’établir d’abord les résultats dans
leur forme grossiére, puis de, petit & petit, en améliorer la précision. Bien entendu, les
preuves deviennent alors de plus en plus difficiles et techniques.

Une description similaire s’applique aux fonctions réguliéres de coiit. Ainsi, nous pou-
vons paraphraser la taxonomie ci-dessus pour classifier les problémes de décision impliquant
la comparaison de fonctions, ici, de deux fonctions f,g d’un ensemble A* dans NU {oo}.

1. Les problémes d’inégalités exactes sont de la forme «f < g7», ou encore «f <
Cg7» pour une constante C fixée. Ces problémes sont indécidables pour les fonctions cal-
culées par des automates de distance (théoréme 1.13 de Krob).

2. Les problémes d’inégalités avec perte affine sont de la forme «existe-t-il C
tel que f < Cg7?». Ce probléme est ouvert dans le cas de fonctions calculées par des B-
automates ou des formules monadiques de cotit. Il est décidable si f et g sont représentées
par des automates de distance. Le résultat est plus précisément que, si f < g, alors il existe
C tel que f < Cg [29]. Comme f < Cg implique f < g et que f < g est décidable, il
s’ensuit qu’il suffit de décider f < g pour décider le probléme d’inégalité avec perte affine
correspondant.

3. Les problémes d’inégalités avec perte polynomiale sont de la forme «existe-t-il
un polynéme « tel que f < a o g?». Ce résultat est décidable si f et g sont représentées
par des formules monadiques de colit ou des automates a cotit. En effet, nous avons vu que
si f < g, alors f <4 ¢g pour a polynomial. Le probléme reste ouvert dans le cas des arbres.
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En effet, une «perte» exponentielle est produite lors du codage des formules de la logique
monadique de cotit en automates.

4. Les problémes d’inégalités grossiéres sont de la forme f < g. Leur décidabilité
est le sujet méme de ce document.

Cette premiére classification des résultats de décidabilité présente son intérét, mais une
réponse plus pragmatique est possible. En effet, la «vraie question» que I'on se pose n’est
pas de disposer d’un algorithme qui décide une autre relation que 'inégalité f < g, mais
bien de disposer d’un algorithme qui approxime la comparaison exacte. Cette approche
nous aiguille vers une autre classification.

1. La comparaison exacte, «f < g 7», est celle que nous avons vue précédemment, et
qui est indécidable.

2. La comparaison quasi-exacte, étant donné f, g et € > 0, consiste a produire un
algorithme qui,

— ¢'il répond oui, garantit que f < (1 +¢)g,

— g'il répond non, garantit que f £ g.

Il s’agit du point de départ de la thése de Laure Daviaud. Un premier résultat donne une
réponse positive a cette question dans le cas des automates de distance.

Théoréme 11.9. ([29]) Le probleme de la comparaison quasi-exacte entre fonctions calcu-
lées par automates de distance est décidable.

L’algorithme proposé est EXPSPACE, mais la conjecture est que ce résultat est PSPACE.
Le probléme est ouvert pour d’autres descriptions des fonctions, comme les automates a
colit ou les fonctions définies par les formules de la logique monadique de cofit.

3. La comparaison avec approximation affine consiste & produire un algorithme
tel que :

— ¢’il répond oui, alors f < Cg pour un certain C,

— g’il répond non, alors f £ g.

Bien entendu, tout algorithme qui décide du problémes d’inégalités avec perte affine satisfait
cette spécification. Une telle comparaison est donc possible pour les automates de distance.
Les autres cas sont ouverts.

4. La comparaison avec approximation polynomiale consiste & produire un algo-

rithme tel que :

— ¢’il répond oui, alors f < « o g pour un polynome «,

— ¢’il répond non, alors f £ g.

La encore il s’agit d’un probléme plus facile que 'inégalité avec perte polynomiale. Les
résultats de décidabilité sont donc hérités de I'inégalité avec perte polynomiale.

5. La comparaison avec approximation grossiére est identique, mais ne requiert
pas que la fonction « soit polynomiale.

Beaucoup de ces questions sont ouvertes. Elles le sont encore plus si les questions de com-
plexité sont abordées. Il s’agit donc d’une prolongation importante et naturelle aux fonctions
réguliéres de coiit. Les techniques doivent étre grandement affinées pour les aborder.
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Ce mémoire propose un panorama de la théorie des fonctions réguliéres de cotit. Les
fonctions réguliéres de cofit forment une extension quantitative des langages réguliers. Les
fonctions de cotit sont des fonctions qui & chaque mot (ou arbre. . .) associent un entier ou
Iinfini. Elles sont considérées modulo une relation d’équivalence qui autorise une certaine
distorsion des valeurs exactes, mais garantit la préservation de ’existence de bornes.

Les fonctions réguliéres de cotit forment une sous-classe des fonctions de coiit qui admet
de nombreuses caractérisations effectivement équivalentes, en termes de logiques, d’auto-
mates, d’algébre ou d’expressions réguliéres. Des résultats de décidabilité en sont déduits.

Ces résultats étendent d’'une part les résultats classiques sur les langages réguliers, et
d’autre part les travaux de Hashiguchi, Simon, Leung et Kirsten sur les automates de
distance, le semi-anneau tropical et le probléme de la hauteur d’étoile.

Ce document décrit I’état actuel des connaissances sur ces objets dans le cas des mots
finis et infinis et des arbres finis et infinis.

This thesis gives a broad picture of the theory of regular cost functions. Regular cost
functions are quantitative extensions to regular languages. A cost function is a function from
words (or trees...) to the non-negative integers or infinity. These functions are considered
modulo an equivalence relation that allows some distortion of the exact values, but preserves
the existence of bounds.

Regular cost functions form a sub-class that admits many effectively equivalent charac-
terisations in terms of logic, automata, algebra and regular expressions. Some decidability
results are deduced.

These results extend on the one hand the classical results on regular languages, and on
the other hand the works of Hashiguchi, Simon, Leung, and Kirsten concerning distance
automata, the tropical semiring and the star-height problem.

This document describes the current knowledge about regular cost functions for finite
words, infinite words, finite trees and infinite trees.
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